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Eines de disseny de lleis de moviment. Corbes de Bézier i
corbes B-spline, no parameétriques

En nombroses aplicacions mecaniques sovint es desitja que un determinat solid es
desplaci seguint una llei de moviment més o menys complexa. S6n un exemple tipic, les
valvules d’admissio i escapament de motors de combustio interna (amb mecanismes
lleva-palpador), I’arrencada i parada d’automobils, de carros porta eines en maquines de
control numeric, de bracos de robot, d’ascensors o d’elevadors, de moviments angulars
de rotors de motors, etc.

Prenent com a exemple un mecanisme lleva-palpador com els de la Figura 1, aquesta
llei de moviment es defineix, en aquest cas, per mitja de la relacié entre el desplagament
del palpador i I’angle girat per la lleva segons

d(0)=d,+S(0) (1)

essent dj el radi de base de la lleva.

d9)

Figura 1 Mecanismes lleva-palpador a) puntual, b) pla, ¢) de corrd

Altres lleis de moviment que representen comportaments fisics de solids, poden estar
expressades com una relacié entre una coordenada x, o alguna de les seves derivades, i

el temps segons x = f (1) o x = f,(t) o X = f5(?).

L’obtencio de lleis de moviment per mitja de la concatenacié de polinomis algebraics ha
estat ampliament utilitzada. De manera classica, s’ha fet servir una base canonica de
monomis per obtenir aquestes funcions. Tot 1 aix0, actualment existeixen metodes que
tenen el seu origen en els algoritmes que fan servir els ordinadors en programes de
disseny que responen a les sigles CAGD (Computer Aided Geometric Design).
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1 Base canonica de monomis

Els polinomis algebraics expressats en base canonica han tingut una amplia utilitzaci6
per aproximar per trams una llei de moviment, ja que soén polinomis facils de derivar,
integrar 1 avaluar. Cada un d’aquests trams j es pot expressar de forma parametrica com

bj(u):aoj+a1ju+a2ju2+...+anju" (2)

Per a la obtencio d’aquestes funcions, classicament es fa servir una base canonica de
. . 2 e I’ .y

monomis que, per a grau n, serien {1, u, u°, ...,u"}. Tot i aix0, la utilitzacidé de la base

canodnica presenta els segiients desavantatges:

e Els coeficients dels polinomis a; no tenen significat geometric directe, €s a dir,
no es pot predir de manera intuitiva quin efecte tindra un canvi d’aquests sobre
la forma de la corba.

e Les unions entre varis trams trams de la corba de la corba resulten laborioses en
el seu calcul, en haver d’incloure en les equacions del sistema, les condicions
que fixen el grau de continuitat C" de la unio.

e Per a valors de polinomis algebraics de grau n elevat, la base monomial
canonica no ¢és estable numericament.

e Els polinomis algebraics obtinguts amb gran quantitat de punts de pas, poden
presentar formes no desitjades entre punts.

Per facilitar la sintesi de lleis de moviment representades per trams consecutius de
polinomis algebraics, s’utilitzen actualment les corbes de Bézier i les corbes B-spline,
ambdues provinents de les eines de representacid que fan servir els programes de
disseny assistit per ordinador. Les corbes B-spline resolen tots els desavantatges
plantejats. Les corbes de Bézier, tot i no resoldre’ls en la seva totalitat, poden ser
utilitzades comodament en molts casos i faciliten la comprensio de 1I’esquema B-spline,
ja que es poden presentar com un cas particular d’aquest.

D’altra banda, tant les corbes de Bézier com les corbes B-spline presenten I’avantatge
de poder ser obtingudes a través d’algoritmes molt aptes per al calcul numéric,
algoritmes de de Casteljau 1 de de Boor respectivament.

2 Corbes de Bézier

Les corbes de Bézier —funcions polinomiques definides sobre la base de polinomis de
Bernstein— reben el seu nom per P.E. Bézier i es van comengar a emprar en el disseny
de carrosseries, per Renault, a principis dels anys 60. Paral-lelament P. de Casteljau (de
Citroén) va desenvolupar la mateixa teoria amb el mateix fi. Els treballs d’aquest darrer
no es van arribar a publicar 1 per aixo les corbes en base de Bernstein porten el nom de
Bézier.

En aquest apartat, s’exposen els meétodes per definir corbes B-spline no parametriques i
no racionals extrets principalment dels textos de Farin (1997) 1 Cardona i Clos(2000).

4 Laboratori de Maquines
Departament d’Enginyeria Mecanica




Funcions base. Polinomis de Bernstein

Sobre un domini unitari, els polinomis de Bernstein de grau n constitueixen una base de
I’espai vectorial de polinomis de grau z 1 tenen la segiient expressio:

B'(w)y=Cu'(l-uw)"" i=0,..,n on C =——r (3)

A la Figura 2 es mostren els polinomis de Bernstein de graus 1, 2, 1 3 aixi com també¢ els
monomis fins a grau 3.

Bernstein Bernstein
n=1 n=2
I — -5 Ix-——-——-—--
B} B!
0 1 B(Z) B%
2
Bj
w=0 13 23 1 w=0 13 23 1
Bernstein Monomis
n=3 n=3
ly---—-——-——-—--- l1+-—-—-—-—-—-—-—-—-—-—-=
3
By B3
Bi B3
u
2
u 7
u=0 1/3 2/3 1 u=0 1/3 2/3 1

Figura 2 Polinomis de Bernstein de graus n=1, 2 i 3 i monomis fins a grau 3

Les principals propietats dels polinomis de Bernstein es poden resumir en:

e Satisfan la formula recursiva:

B'(u)=(1—-u)B" ' (u)+uB"'(u) i=0,..,n

0 n (4)
By=1; B (u)=0

P05%
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e So6n una particié de la unitat:

2Bl w=1 (5)
i=0
e Son positius:
B (u)20, uel0,1] (6)

e Tenen comportament simetric respecte als dos extrems de 1’interval de definicio
B!'(u)=B,_,(1-u) (7)

e A cada extrem només hi ha un polinomi de valor no nul.
e Presenten un maxim per a 1’abscissa i/n.
e Constitueixen una base numericament estable.

Corbes de Bézier no paramétriques i no racionals

Les corbes de Bézier h(u) poden ser parametriques o no paramétriques, ambu €[0,1].
En el primer cas, u és el parametre i, per exemple, poden representar corbes en 3D
essent b(u) un vector de tres components. Si no sén parameétriques, el parametre u
representa la variable de I’eix d’abscisses del grafic de la corba b(u).

Les corbes de Bézier també es poden classificar en no racionals —I’expressido que les
defineix €s un polinomi algebraic— o racionals —si I’expressio que les defineix és el
quocient entre dos polinomis algebraics.

Per a D’aplicacié considerada, es presenten Unicament les corbes de Bézier no
parametriques 1 no racionals, ja que les corbes racionals no aporten cap avantatge
significatiu respecte a les no racionals i, en canvi, augmenten considerablement la seva
complexitat de calcul. A partir d’aqui, com que totes les corbes de Bézier esmentades en
’apartat seran no parametriques i no racionals, en general s’obvien el termes.

Una corba de Bézier b(u) s’obté en la base de polinomis de Bernstein com:
bu)y=) bB!'(u)  uel0,1] )
i=0

on els n+1 coeficients b; s’anomenen ordenades de Bézier. El grafic de la funcid b(u)
s’anomena corba de Bézier no paramétrica. Per a cada ordenada b; es defineix un punt
b; de coordenades (i/n, b;) anomenat punt de control i el conjunt de punts de control
formen 1’anomenat poligon de control.

A P’expressio (8) el polinomi B (u) es pot interpretar com la influéncia de b; sobre la
corba b(u). Aquesta influéncia és maxima a u=i/n, ja que B/ (u) hi presenta un maxim.
Aixo0 fa que la representacio6 grafica de la corba b(u) tendeixi a ser propera al poligon de
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control (Figura 3), i si es desplaca verticalment un punt de control —es modifica la
ordenada b; corresponent— la corba presenta la modificaci6 més acusada a I’entorn
d’aquest punt.

Aquesta propietat i les segilients donen un significat geométric a les ordenades de Bézier
que facilita el disseny i la modificacié interactiva d’una corba de Bézier:

e La corba passa pels punts extrems by, b, 1 és tangent al poligon de control en
aquests punts.

e La corba es troba tancada dins el domini convex dels punts de control (Figura 4).
El poligon de control permet establir una caixa contenidora dins la qual es pot
assegurar que es troba la corba.

e Precisi6 lineal. Si tots els punts de control estan sobre una recta, la corba de
Bézier és precisament aquesta recta.

e Disminuci6 de variacions. Segons aquesta propietat, el nombre d’interseccions
de la corba amb una recta és menor o igual que el nombre d’interseccions de la
recta amb el poligon de control.

e Invariancia en front de transformacions afins. Aix0 permet girar, traslladar o
escalar la corba aplicant transformacions només al poligon de control.

Figura 3 Corba de Bézier no paramétrica de grau n=3. Influéncia del punt b,

max

min -+

Figura 4 Domini convex i caixa contenidora d’una corba de grau n =3

P05%
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A més, resulta interessant observar els casos particulars segiients (Figura 5):

e 1= 1:segment rectilini d’extrems by, b;.
e 1 =2:segment parabolic d’extrems by i b,, amb tangents en aquests punts que es
tallen a b;.

Figura 5 Corbes de Bézier no paramétriques de graus n =1, 2

Algoritme de de Casteljau

Per trobar el valor d’un punt qualsevol de la corba de Bézier b(u) es pot fer servir
alternativament a 1’expressi6 (8) 1’algoritme de de Casteljau.

A partir dels punts de control b; de coordenades (i/n, b;), el punt sobre la corba es
calcula a partir de I’expressié recursiva segiient:

B (u) = (1—u)b! ™ () + u b (w) ‘kzl,...,n ©)

Per a la iteraci6 k=0 s’assigna el valor de la ordenada b;, és a dir b%=b;. El valor de la
corba de Bézier en ’abscissa u ¢és, finalment, b(u) = b (u) .

Aquest algoritme presenta 1’avantatge principal respecte als polinomis de Bernstein de
ser molt apte per a 1’obtencio de corbes de Bézier per mitja del calcul numeric.

Derivacio i integracio d’una corba de Bézier no paramétrica

La derivada b'(u) respecte a 1’argument u d’un polinomi b(u) de grau n és un polinomi
de graun—1

d b(u)

P="g

(10)

A la base de Bernstein, es pot comprovar que els coeficients b de la derivada s’obtenen
com
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bl =n(b,-b) i=0,.,n-1 (11)

1 1

ila corba b'(u) s’expressa com
n—1
b'uy=>56B"w) uel01] (12)
i=0

A la Figura 6 es presenta com exemple la derivada d’una corba cubica (n = 3), que és
una corba parabolica. Aquesta tltima s’ha representat amb una escala reduida 3 vegades
per a I’eix d’ordenades.

2 <
‘ b dldu
X | —
K | RE | " 3
| | | )
| | | 12 1
0 |
0 1/3 213 | ou ‘ u
|
|
3

Figura 6 Derivada d’una corba de Bézier no paramétrica de grau n =3

De I’expressio (11) es dedueix que, en el procés d’integracio,

b, (13)
n+1

by ="b;+

essent b; les ordenades de Bézier de la funci6 de partida, n ’ordre d’aquesta i ‘b, les
ordenades de la funci6 integrada. Per fixar els valors de ‘b; cal imposar una condici6 a
la funci6 integrada; el més usual és el valor inicial, que en aquest cas és igual a "D .

La utilitzacié de les corbes de Bézier per tal de definir una funcio b(s) de la variable
independent s entre so 1 s1, s€[s),s], 1 el fet que les corbes de Bézier b(u) es
defineixen en un domini unitari, u €[0,1], fa que usualment s’utilitzi el canvi de
variable lineal

s =35

u=

(14)
ST =50

Amb aquest canvi de variables, la relacio entre la derivada b'(u(s)) respecte a u(s) 1 la
derivada b'(s) respecte a s és

bs) = (u(s)) ') = L) (15)

S1 =50
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Condicions de continuitat

L’expressio (11) posa de manifest que les derivades r-€simes en els extrems u =0, u = 1
només depenen dels 7+1 punts de control més propers, és a dir, a # = 0 només depenen
dels coeficients by...b,, 1 a u=1 dels coeficients b,.,...b,.

La imposici6 de condicions de continuitat 7-ésima C"en la uni6 entre dues corbes
resulta, doncs, molt més senzilla en la base de Bernstein que en la base de monomis, ja
que només es veuen involucrats r+1 coeficients de cada corba.

Figura 7 Uni6 C*d’una recta amb una corba de Bézier

En el cas particular d’uni6 d’una corba de Bézier amb un tram recte, per aconseguir
continuitat C’ respecte al parametre s, n’hi ha prou que els +1 punts de control més
propers a la unid es trobin sobre la prolongacio6 del tram recte (Figura 7).

Figura 8 Unio de dos trams de corbes de Bézier

En el cas més general, es planteja determinar la corba de Bézier que s’uneix amb
continuitat C” amb una altra corba coneguda (Figura 8). Si la corba coneguda és de
Bézier —b(s), d’ordre n; 1 interval de definicio As;— les derivades respecte a s en el punt
d’unid es poden trobar de manera recurrent utilitzant les expressions (11) 1 (15) i tenint
en compte que les corbes de Bézier passen pels punts de control extrems. Per exemple,
si la uni6 es fa amb I’ultim punt de la corba coneguda:

10 Laboratori de Maquines
Departament d’Enginyeria Mecanica




bn1 b(Slméx):b

n

, 1

b;1]—1 - (b"| _b”l_l )nl b'(S) " lA_Sl

—b(u)‘ AL:

1
E (AS1)2

St max

"

b, > = (b;fl B b;fz)(’ﬁ —1

Conegudes aquestes derivades, les ordenades de Bézier ¢; de la corba de Bézier —c(s),
ordre n; i interval de definicié As,— que empalma amb continuitat C” amb la primera es
poden trobar a partir de les expressions (11) i (15) i tenint en compte que les corbes de
Bézier passen pels punts extrems

! !

Co !
Co=bnl,01=60+_,02=cl+_,
n, n,
AS n
_ _ _ _ 2. _ 0
cp = C'(”)|u=o = c'(s)|smn As, = b’(s)|slm As, = b,'zl_l o ¢ =c)+ =
1 2

2
" " AS
cp=b (S)| (As2)2 =b, » (_2) > Tt

St max. AS 1

Com a casos particulars en unir dues corbes de Bézier:

e Sies vol continuitat C' només cal que els dos tltims punts de control del primer
tram estiguin alineats amb els dos primers del segon tram —les corbes de Bézier
en els extrems son tangents al poligon de control.

e Si les dues corbes de Bézier son del mateix ordre i estan definides en el mateix
interval (n=n;=ny i As;=As,) i tenen continuitat C", les ordenades de Bézier
respectives guarden la relacio:

I 1 0 0 0 b,

c 2 -1 0 0 -1
) 4 4 1 0 0 2
;=8 —-12 6 -1 0 3
Cy 16 -32 24 -8 1 b,_4

Laboratori de Maquines 11
Departament d’Enginyeria Mecanica



Avantatges i limitacions de les corbes de Bézier no paramétriques

La definicié d’una llei de moviment per mitja de corbes de Bézier no paramétriques i no
racionals té I’avantatge que la seva geometria es pot controlar de manera molt intuitiva
a través del poligon de control. Tot i aix0, es presenten a continuacid unes certes
limitacions que justifiquen en alguns casos la necessitat d’emprar corbes amb més
flexibilitat de disseny com les B-spline:

e La continuitat C"en la unid entre dos trams consecutius no queda
automaticament garantida.

e El grau de la corba depen del nombre de punts del poligon de control. Si la corba
té una forma molt complexa, el seu grau ha de ser elevat, i aix0 pot provocar
inestabilitat en el calcul numeric.

e Falta de control local de la corba: el desplagament d’un punt de control afecta
tota la corba.

e La posicio de les abscisses dels punts de control és equidistant i no es pot
modificar.

Exemple de disseny de llei de velocitats

b(u)

n=>5
| {b;}=v4{0,0,0,1,1,1}

b'(u)
d/du
n=4 ,
{0'}=5v£{0,0,1,0,0}
: i d/du
n=3
{b";}=4-5v£{0,1,-1,0}

b"(u) d/du

//”;2 {b"}=3-4-5 v{1,-2,1)

Figura 9 Llei de velocitat d’engegada d’un carro porta-eines i derivades successives
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En l’exemple de la Figura 9 es mostra la definicio de la llei de velocitats b(u)
d’engegada d’un carro porta-eines d’una maquina de control numeric, que ha de passar
de velocitat nul-la a velocitat constant vy 1 per a la qual es desitja que la continuitat en
I’acceleracio sigui C'. Es mostren també les successives derivades d’aquesta llei. Les
escales de les diferents grafiques s’han adequat per a la seva correcta visualitzacio.

Per garantir la continuitat de C'en I’acceleracio, és necessaria una continuitat C2en
velocitat, ¢és a dir, el poligon de control ha de tenir 3 punts sobre les rectes de velocitat
nulla 1 velocitat constant v,. Per tant, el grau minim del polinomi que defineix la llei de
velocitat és n=>5.

3 Corbes B-spline

El terme spline prové de certs llistons flexibles, de fusta o metall, que utilitzaven els
dissenyadors de vaixells o avions, per definir la forma del casc o fuselatge. Per obtenir
la forma desitjada s’unien alguns d’aquests llistons 1 se’ls obligava a seguir una corba
mitjancant pesos o estaques. El 1listo restava lliure entre aquestes restriccions.

Una corba spline és aquella corba continua que esta formada per diversos trams
polinomics. Usualment les corbes spline estan representades analiticament en forma de
funcions polinomiques anomenades B-spline i, llavors, les corbes s’anomenen corbes B-
spline.

En aquest apartat s’exposen els metodes per definir corbes B-spline no parametriques i
no racionals extrets principalment dels textos de Farin (1997) 1 Reyes (2000).

Una corba B-spline de grau n és la uni6 de L trams polindmics de grau n, on cada un és
la imatge d’un interval [u;, u;+1] del domini [w,.1, ..., Ur+n1], 1 On u és el parametre de la
corba. Els nombres reals u; s’anomenen nodes. Els nodes formen una seqiiéncia creixent
u=1{uo, ..., U +2,2} anomenada vector o seqiiencia de nodes.

y
\
\
o \ n=3
\ \ \ \ |
\ \ \ \ \ \
\ \ \ \ \ \
jtram1 2 3| 4 |5
\ \ \ \ \ \
|
A A A ‘A A X ‘A A A A u=x
I/to I/tl l/t2 u3 I/t4 I/ts Ll6 Ll7 M8M9
Figura 10 Domini de definicié i trams d’una corba B-spline de grau n=3
7%, 3 Laboratori de Maquines 13
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En la Figura 10 es mostra I’exemple d’una corba B-spline on el parametre u coincideix
amb la coordenada de I’eix d’abscisses x (corba no parametrica), de grau n=3 1 nodes
u={1,2,3,5,6,8,10,11,13'2, 14}. En aquest cas, la corba queda definida en el domini
[u2, ..., u7] 1 els trams que conformen la corba son L=5.

Corbes B-spline no parameétriques i no racionals

A T’igual que en les corbes de Bézier, les corbes B-spline poden ser paramétriques o no
parametriques 1 racionals o no racionals. Per a la sintesi de lleis de moviment, es
proposa la utilitzacio de les corbes B-spline no paramétriques i no racionals, donat que,
dintre de la familia de corbes B-spline, cobreixen perfectament tots els requeriments de
flexibilitat i facilitat de disseny i, d’altra banda, son les que requereixen menor
complexitat de calcul. A I’igual que en I’apartat de corbes de Bézier, totes les corbes
esmentades en 1’apartat seran no paramétriques i no racionals i, per tant en general,
s’obvia el terme.

Una corba B-spline no parametrica esta associada a un poligon de control que té L+n
punts d; anomenats punts de control. Les coordenades (&, d;) dels punts de control tenen
ordenades d; de lliure eleccid i1 abscisses anomenades abscisses de Greville &
determinades per la seqiiéncia de nodes:

ézl(ui+...+ui+n71) i=0,.,L+n-1 (16)
n

En la Figura 11 es mostren les abscisses de Greville i el poligon de control pel cas de la
corba de I’exemple anterior. Les abscisses de Greville, que determinen la posicio dels
punts de control sobre 1’eix x, han estat calculades a partir del vector de nodes u, essent
les ordenades d; de lliure eleccio.

A nodes

v abcisses de Greville

A A A A u=x

Figura 11 Abscisses de Greville i poligon de control d’una corba B-spline de grau n=3

En la definicio de lleis de moviment, acostuma a ser interessant que la corba que es
dissenya es vulgui fer passar pels punts de control inicial i final, o d’altres punts
intermedis del poligon de control. En I’esquema B-spline, es controla aquesta propietat
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introduint nodes de valor repetit en el vector de nodes. Si un node es repeteix » vegades
es diu que té multiplicitat r. Els nodes simples son aquells que la seva multiplicitat » és
la unitat. Si un node t€ multiplicitat »=n, llavors la corba passa pel node.

En la Figura 12 es mostra el control dels punts de pas extrems pel cas de la corba de
I’exemple anterior. S’han fet coincidir els tres primers nodes i els tres darrers per
obtenir multiplicitats »=n=3 1 aixi fer passar la corba pels extrems del poligon de
control.

A nodes
v abcisses de Greville

\
| n=3
\
\
\
\
\
\ \
\ ! \
A\v4 % v/ v/ v v/ v/ v
% A A A A i u=x
Ug=u =y Uz Uy Us Ug U7=ug=Ug

Figura 12 Control dels punts de pas extrems en una Corba B-spline de grau n=3

Quan algun dels nodes intermedis (uy, ..., u,+7-2) pren multiplicitat » diferent de la unitat,
genera 7-1 trams de longitud nul-la. Per tant, el nombre de trams polinomics no nuls que
formen la corba sera el valor de L disminuit en una unitat per cada increment de
multiplicitat d’aquests nodes.

y
A nodes
v abcisses de Greville
| d7
\ \
\ \ \ \ n=3
\ \ \
d tram 1 L' tram?2 | tram 3 tram 4 ‘
\ \ \ \
\ \ \ \
v v v \A v VL L v v v/ U=x
A % i -
M():Ml:blz M3=M4 MS I/l6 M7:M8=M9

Figura 13 Increment de multiplicitat dels nodes intermedis i trams resultants

En la Figura 13 es mostra la corba de I’exemple anterior on s’han fet coincidir els nodes
us 1 us. En aquest cas L=5 (mateix nombre total de nodes) perd ara la corba esta
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formada per 4 trams polinomics no nuls, ja que existeix un node intermedi amb
multiplicitat 2.

Funcions Base B-spline

Una corba B-spline no parametrica es pot expressar segons:

L+n—1

yw)= . d;N](u) (17)

i=0

on d; son les ordenades dels punts de control i N/ (u)so6n les funcions base. En la Figura
14 es mostren les funcions base per a la corba B-spline del darrer exemple. Aquestes
funcions base es defineixen de forma recursiva com

N () =—Hm Nty = Ny =0, L+n—-1  (18)

irn—1 — Ui i+n i
amb
N (u)=1 u,_ Su<u, i=0,.,L+2n-2

N (u)=0 u<u_y, Uy,

NL0+2n—1(u) =0

{M_l = MO
Upyon-1 = Urion—2

y
11— - - - - - - - - - - - - - — — — — — —
\
3

\ N3 N3

3 4
| N,
\

3

| Ny A nodes
\
\
\
\
\
| \
5 T e u=x
A

Figura 14 Funciones base B-spline de grau n=3 pel vector de nodes indicat
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Les funcions base de I’expressid (18) constitueixen una base de 1’espai de les funcions
polinomiques definides a trossos —corbes B-spline— de grau n sobre el vector de
nodes u.

Les principals propietats d’aquestes funcions base son:

e (Cada funcio N/ (u)esta definida segons:

N'(u)>0  wu_<u<u,, (19)

N'(uw)=0  wu<u_, u2u.,,

e So6n una particié de la unitat:

L+n-1

D> Nl(u)=1 (20)

i=0

e Son positives en el seu interval de definicio.
e Constitueixen una base numericament estable.

Les corbes B-spline gaudeixen de les segiients propietats comuns amb les corbes de
Bézier:

e La corba passa pels punts extrems de control i és tangent al poligon de control
en ells quan la multiplicitat dels nodes extrems r coincideix amb el grau del
polinomi .

e La corba es troba tancada dins el domini convex dels punts de control.
e Precisio lineal.
e Disminucio de variacions.
e Invariancia en front de transformacions afins.
Algoritme de de Boor

Per trobar el valor d’un punt qualsevol sobre la corba B-spline y(u), es pot fer servir,
alternativament a I’expressio (17), ’algoritme de de Boor. La corba s’avalua per a un
valor del parametre u que esta en I’interval / dintre dels L intervals del domini de la
corba, uelu;,u;,,)c [un_l,u . +n_1] . El procés es resol en diverses iteracions k=1..., n-r,
on si u coincideix amb un node intern, r indica la multiplicitat del node, i si # no
coincideix amb un node intern,  val zero.

Partint dels punts de control d; de coordenades (¢;, d;), el punt sobre la corba es calcula a
partir de I’expressio recursiva segiient:

dF(u) =ik Z8 gkl BTN gy k=1
Uiin—k ~ Uiy Uipn—k ~ Ui 21)

i=l-n+k+1,..,1—-r+1
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Per a la iteraci6 k=0 s’assigna el valor de la ordenada d;, és a dir d,-0=d,-. El valor de la
corba B-spline en 1’abcissa u és

y(u)=dp7 (u) (22)

Aquest algoritme, al igual que 1’algoritme de de Casteljau per a les corbes de Bézier,
presenta 1’avantatge principal respecte a les funcions base B-spline de ser molt apte per
a I’obtencio6 de corbes B-spline per mitja del calcul numéric.

Derivacio i integracio d’una corba B-spline no paramétrica

La derivada d’una corba B-spline no parameétrica €s una altra corba B-spline no
paramétrica. La derivacié d’una corba B-spline es pot obtenir a partir del vector de
nodes u={uy, ..., ur+2,2}, del grau n, 1 de les ordenades dels punts de control d; de la
corba de partida. L’obtencié del vector de nodes #’, i de les coordenades dels punts de
control (&, d/') de la corba derivada es fa segons les seglients expressions,

u':{u{),ul’,...,u'L+2n_4} (23)
on
u =y, i=0,.,L+2n—4 (24)
' 1 1
S = 1(“i+1 Ft U, ) i=0,.,L+n=2 (25)
"

di=ndm=h o Len2 (26)

Upyi — Y,

Cal notar que el poligon de control de la corba derivada té¢ un punt menys que el de la
corba de partida 1 que el vector de nodes t¢ dos punts menys que els de la corba de
partida.

Figura 15 Derivada d’una corba B-spline no paramétrica de grau n=4
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En la Figura 15 es mostra graficament el procés de derivacid. El grau del polinomi que
defineix la corba disminueix en una unitat i el primer i darrer nodes queden eliminats.
La corba de I’exemple, amb grau n=4 i vector de nodes #=1{0,0,0,0,1/2,1,1,1,1} passa a
tenir grau 3 i vector de nodes #={0,0,0,1/2,1,1,1}.

En les corbes que passen pels punts de control extrems, ¢és a dir, en les que els nodes
extrems tenen multiplicitat »=n, a partir de les expressions (25) 1 (26) es dedueix el
procés d’integracio. Si de la corba de partida es coneix el vector de nodes u={uy, ...,
ur+an2}, €l grau n, 1 les ordenades dels punts de control d;, el vector de nodes de la corba
integrada 'u, i les coordenades del poligon de control (', 'd;) son

'u:{'uo,'ul,...,'uL+2n} (27)

on

;= i=1,..,L+2n-1
Uy =1, (28)

Upion =Upiop-—2

&= (u; +... 4y, i=0,...L+n (29)
n+l
, , d;, , .
dl+1: dl+ (un+l+1_ ul) l=0,...,L+l’l—1 (30)
n+l1

Per fixar els valors de 'd; cal imposar una condici6 a la funcid integrada; el més usual
és el valor inicial, que en aquest cas és igual a 'd,, .

Condicions de continuitat

u=x
a)  Ug=u;=u, U3 Uy Us Ue=U~=lig
b) uy=u;=u, U3=U =U;g Ug=U7=lig

Figura 16 Control de continuitat en corbes B-spline de grau n=3
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En les corbes B-spline, la continuitat minima en la uni6 entre trams ve donada per les
multiplicitats dels nodes dintre del vector de nodes. En nodes de multiplicitat », la corba
té una continuitat al menys de C"™" . De I’expressio (16) es dedueix que si un node u; té
multiplicitat r=n llavors & =u; =...=u,,, ,, per tant, com s’ha explicat pel control de
pas dels nodes extrems, 1’abscissa del punt de control coincideix amb el node. En aquest
cas, la corba passa pel punt de control i com a minim és C°.

En la Figura 16 s’observa I’exemple de dues corbes B-spline de grau n=3, on el vector
de nodes pren diferents valors de multiplicitat pel node central: a)
u={0,0,0,1/4,1/2,3/4,1,1,1} i b) u={0,0,0,1/2,1/2,1/2,1,1,1}.

A I’igual que succeeix en les corbes de Bézier, per aconseguir continuitat C" respecte al
parametre u en el cas particular d’unié d’una corba B-spline amb un tram recte, n’hi ha
prou que els +1 punts de control més propers a la unid es trobin sobre la prolongacid
del tram recte.

Avantages de les corbes B-spline en front de les corbes de Bézier

§ 7y 7y 7y a é u=x

I/lO:Ml:le l/l3 M4 MS M6 u7=M8=M9
Figura 17 Control local d’una corba B-spline no paramétrica de grau n=3.

Per enumerar els avantatges de les corbes B-spline en front de les corbes de Bézier, cal
fer notar que una corba de Bézier és un cas particular de corba B-spline. Una corba de
Bézier es pot expressar com una corba B-spline d’un unic tram (L=1). El vector de
nodes ha de tenir n nodes iguals al principi i al final, i cap node intern. Amb aquest
vector de nodes, les abscisses de Greville estan equiespaiades, 1 els punts de control de
la corba de Bézier coincideixen amb els punts de control de la corba B-spline.

Aquest fet denota que I’esquema B-spline és més ampli que 1’esquema Bézier. Les
corbes B-spline resolen tamb¢ la majoria de limitacions de les corbes de Bézier:
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La continuitat C" en la uni6 entre dos trams consecutius queda automaticament
garantida.

Es poden augmentar el nombre de punts de control de la corba sense augmentar-
ne el grau.

Es té control local sobre la corba. Cada punt de control d; esta relacionat amb
una funci6 base N'(u), i per tant, el canvi de posicio d’un punt de control afecta
només als trams en els quals aquesta funcid6 base ¢és no nulla
u;,_; <u<u;,, (Figura 17).

Es pot canviar la posici6 de les abscisses dels punts de control.

Exemple de disseny de llei d’acceleracions

En I’exemple de la Figura 18, es mostra la definici6 de la llei d’acceleracions del
moviment d’engegada d’un bra¢ manipulador. Es vol que 1’acceleracié maxima sigui
amax constant entre ¢ 1 #; 1 que el transitori d’acceleracid s’acabi a #3. També es requereix
que la continuitat en les unions dels diferents trams que composen aquesta llei sigui
com a minim C?. Finalment es desitja controlar localment la forma de la corba
d’acceleraci6 en els trams de pujada 1 de baixada.

Una possible metodologia de disseny de la llei d’acceleracid, per complir les
especificacions enunciades seria la segiient:

Grau dels polinomis: en general amb grau n=3 sera suficient.

Punts de pas segons 1’especificacié: punt a I’inici (¢=0) i al final (¢=#;), i també
el punt d’acceleracio a,.a t; 1 a t, . Es necessitara un node de multiplicitat »=3
per cada punt de pas. El vector de nodes quedara provisionalment com u=1{0,0,0,
h, h, b, b, b, b, 1, 1, B3}

Calcul del parametre L provisional: se sap que el subindex del darrer node ¢és
L+2n-2 i en aquest cas el darrer node €s el u,;. Per tant L=7.

Nombre minim de punts de control: per poder complir la condicié de continuitat
C?, en cada uni6 caldra alinear 3 punts amb els trams d’acceleracié constant,
nul-la 0 no nul‘la, ja que la multiplicitat dels nodes en les zones d’uni6 fa que la
continuitat minima garantida sigui C°. Aixo fa que el poligon de control
necessiti 3 punts en 2 unions, més 1 punt de control local del tram, per al tram de
pujada (total 7 punts inclosos els d’unio) i1 el mateix per al tram de baixada.
Poligon de control provisional: només té¢ L+n=10 punts dels quals 4
corresponen a les unions (estan sobre els nodes de multiplicitat »=3), 2 al tram
de pujada, 2 al tram d’acceleracid constant i 2 més al tram de baixada.

Recalcul del vector de nodes: segons el que s’ha explicat, per als trams de
pujada i baixada es necessiten 7 punts (inclosos els d’unid) 1 ara només n’hi ha
4. Per tant, s’afegiran 3 nodes de multiplicitat 7=1 (es garanteix C?) en el tram
de pujada i altres 3 en el tram de baixada. El nou vector de nodes, que es
proposa, queda finalment com

f, 2t 3t ty—t, 2(t;—ty) 3(t;—1,)
u={0,0,0,_ - _,tl,tl,tl,tz,tz,tz,t2+ 4 ,t2+ ,tz"’ ,t3,t3,t3

4’ 4 4 4 4

PN
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En la Figura 18 s’observa aquest exemple de llei d’acceleracio i la seva derivada. Es
mostra en el cas @) amb simetria de la forma de I’acceleracio, i en el cas b) modificant
els trams de pujada 1 baixada de la llei d’acceleracid gracies al punt de control afegit.

a a

max | max |

n=2 n=2

a) b)

Figura 18 Lleis d’acceleracio de grau n=3 i les seves derivades, amb punts de control en els
trams de pujada i baixada
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