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GRAU D’IRREGULARITAT. MAQUINES ROTATIVES

VOLANTS D’INERCIA.

INTRODUCCIO

En una maquina sovint es distingeixen 3 elements, figura 1: el motor, la transmis-

si6 i el receptor que formen una cadena cinematica d’un grau de llibertat.
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Figura 1. Cadena cinematica usual d’una maquina.

El motor agafa energia de l’exterior, una part la converteix en l’energia mecanica
que fa moure la maquina i la restant no es pot convertir en mecanica a causa dels
fenomens que intervenen en la conversié —rendiment del motor. La transmissié
facilita la disposicié relativa entre el motor i el receptor, adequa les caracteristiques
cinematiques del motor a les del receptor —relacié de transmissié— i li transmet
I’energia mecanica introduida pel motor una part de la qual, en general petita, no
li arriba a causa de les resisténcies passives de la transmissié —rendiment de la
transmissié. El receptor realitza la tasca que té encomanada la maquina utilitzant
I’energia mecanica que li arriba de la transmissié i que retorna a l’exterior en forma
d’energia dissipada en les resisténcies passives del receptor i d’energia introduida

als productes que manipula.

A vegades, la inércia de la cadena cinematica no és suficient per obtenir el compor-
tament dinamic desitjat de la maquina i cal afegir-li un volant d’inércia —solid amb
la part periférica i central de revolucié que gira al voltant del seu eix— convenient-
ment muntat i equilibrat per tal que el seu efecte dinamic sigui tinicament causat
per 'augment d’inércia de la cadena, figura 2. Aixd s’aconsegueix fent que el centre
d’inércia del volant estigui sobre un eix de rotacié fix i que la direccié principal
d’inércia de major moment d’inércia del volant coincideixi amb la de 1’eix de rota-

ci6 —volant equilibrat estaticament i dinamicament.

El volant es pot incorporar, segons les necessitats, a l’eix del motor, a 'eix del

receptor o fins i tot a un altre eix cinematicament unit a un d’ells
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Motor Transmissié Receptor

Volant a 1’eix del motor

Figura 2. Cadena cinematica d’'una maquina amb volant.

La introducci6 d’un volant en una cadena cinematica pot tenir, en principi, els

segiients objectius i efectes:

e Regularitzar les velocitats, forces i parells de la maquina. L’augment
d’inércia de la cadena sense modificar parells o forces exteriors disminueix
les acceleracions.

e Disposar d’una certa capacitat per emmagatzemar energia ja sigui a curt o
llarg termini.

e Modificar el comportament vibratori de la cadena, causat per la preséncia d’
ineércies i d’elements elastics. L’estudi del comportament vibratori és propi
de I’ambit de les vibracions mecaniques i no es contempla en aquesta mono-

grafia.

REGIMS DE FUNCIONAMENT DE LES MAQUINES

El regim de funcionament d’una maquina fa referéncia a les seves condicions de
funcionament. Aixi, per exemple, si es fa atencié a la capacitat de treball d’una
maquina, aquesta pot treballar a régim de plena carrega, de mitja carrega, etc. Es
usual referir-se al régim de funcionament fent atencié a la variacié del moviment de

la maquina en funcié del temps durant un periode d’observacio.

Es distingeix entre régim permanent o intermitent segons si la maquina funciona

constantment o no durant el periode d’observacio.

Si el régim és permanent es diu que és estacionari, des del punt de vista mecanic, si
les velocitats o les seves propietats estadistiques —mitjana, desviacié estandard— no
varien al llarg del temps. En cas contrari, es diu que és transitori. De manera rela-
xada, el régim és estacionari quan la velocitat es manté sensiblement constant
durant el temps d’observacié. L’estacionarietat mecanica no implica
I’estacionarietat d’altres fenomens; aixi, una maquina en régim estacionari des del

punt de vista mecanic pot anar augmentant de temperatura i per tant estar en
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regim transitori des del punt de vista térmic. En régim estacionari, es considera

~ 0.

que la derivada temporal de ’energia interna del sistema és nul-la, Einterna

Un régim és ciclic si les variables d’estat —posicions i velocitats— de la maquina es
repeteixen periodicament i per tant es pot identificar un cicle en el seu funciona-
ment. Cal tenir en compte també que la periodicitat mecanica no implica necessa-
riament la d’altres fenomens; per exemple, 'augment de temperatura d’un motor
que gira a velocitat sensiblement constant. Dins d’un cicle, les velocitats poden
tenir variacions molt importants de manera que amb perfodes d’observacié no
superiors al cicle el régim podria ser qualificat de transitori. En aquest cas,
I’estacionarietat del régim s’estableix trobant la mitjana de la velocitat, i s’escau
altres propietats estadistiques, utilitzant un nombre enter de cicles o en tot cas
prenent un temps que inclogui un nombre elevat de cicles. En régim ciclic, la varia-

ci6 d’energia interna en un cicle és nul-la, AF. =0
interna |¢icle

Sovint es considera que una maquina té un régim determinat en funcié de l’estudi
que se’'n vol fer i del temps d’observacié. Aixi, per exemple, el funcionament d’un
tren de ferrocarril metropolita al llarg del dia es pot qualificar d’intermitent ja que
el servei no funciona les 24 h del dia. Durant les hores de servei diari, fa el mateix
recorregut un cert nombre de vegades per tant podria ser qualificat de ciclic. Entre
estacio i estacié facilment es distingira ’estudi d’un régim transitori d’arrencada,
un régim estacionari de velocitat sensiblement constant i d’'un regim transitori de

frenada.

GRAU D'IRREGULARITAT

El grau d’irregularitat ¢ del régim estacionari és un parametre que quantifica la
variacié de la velocitat entorn del seu valor mitja. Per a una cadena cinematica

com la de la figura 1 es pot definir com

6 =—= on p  ¢éslamitjanai o  la desviacié estandard d’w.
Ky

En els estudis classics de maquines rotatives amb funcionament ciclic el grau

d’irregularitat es defineix com

w — W
§ — —max min
W ...
mitjana
AN Laboratori de Maquines 5
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on w

na, i w
m

mitjana

= 2T7n, essent n la velocitat de rotacié de ’eix principal de la maqui-

ax i Wi, les velocitats angulars maxima i minima d’aquest eix.

La irregularitat del regim estacionari de les maquines rotatives pot aparéixer per la

variacié al llarg d’un cicle de:

El parell motor 7),,. Parell, a l'’eix de sortida de l’element motor, que

aquest fa sobre la resta de la cadena cinematica. El parell motor és variable
al llarg d’un cicle, per exemple, si el motor és un motor alternatiu de com-
bustié interna. Si bé aquesta definicié és suficient en molts casos, en altres és
millor definir-lo com el parell que aplicat a 1’eix de sortida del motor donaria
la mateixa poténcia que totes les forces que actuen sobre els elements mobils
del motor —parell reduit d’aquestes forces a la rotacié de l’eix del motor.
Ambdues definicions coincideixen si el régim és estacionari i la inércia redui-

da dels elements interns del motor és constant.

El parell resistent del receptor T... Parell, a I’eix d’entrada de 1’element re-

ceptor, que aquest rep de la resta de la cadena cinematica. El parell resistent
és variable al llarg d'un cicle en moltes ocasions, per exemple, si el receptor
és la part mobil d’'una premsa. Igual que en el cas del parell motor, és con-
venient definir el parell resistent com aquell que aplicat a ’eix d’entrada del
receptor donaria la mateixa poténcia, canviada de signe, que totes les forces
que actuen sobre els elements mobils del receptor —parell reduit d’aquestes
forces a la rotacié de l’eix del receptor, canviat de signe. De nou, ambdues
definicions coincideixen si el régim és estacionari i la inércia reduida dels

elements interns del receptor és constant.

La inércia reduida de la cadena cinematica I..q. La inércia de la cadena ci-
nematica d’una maquina reduida a un dels seus eixos només és constant a
llarg d’un cicle si tots els seus elements d’inércia no negligible giren al vol-
tant d’eixos amb relacions de transmissié constants. La inércia reduida és

variable en els compressors alternatius, en les premses d’excéntrica, etc.

A la taula adjunta es mostren alguns graus d’irregularitat trobats a la bibliografia.

(I. I. Artobolevski. Théorie des Mécanismes et des Machines.)
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Bombes 0,2 - 0,03
Maquinaria agricola 0,2 - 0,02
Maquinaria per treballar metalls 0,05 - 0,02

Maquinaria textil, d’impressié, molins | 0,1 — 0,02

Motors marins 0,05 - 0,01
Motors d’explosié 0,0125 — 0,006
Compressors 0,02 - 0,01
Generadors de corrent continu 0,01 — 0,005
Generadors de corrent altern 0,005 — 0,003
Motors d’aviacié < 0,005
Turbogeneradors <0,005

EQUACIO DEL MOVIMENT D’UNA MAQUINA ROTATIVA

Si una maquina es pot descriure utilitzant 1’esquema de la figura 1, situacié forca
usual, es pot estudiar com un sistema mecanic d’'un grau de llibertat. En un siste-
ma d’un grau de llibertat, si les forces que hi actuen diferents de les d’enllag no sén
funcié d’aquestes (el cas més usual de forces diferents de les d’enllag que depenen
de forces d’enllag es déna quan es descriuen les resisténcies passives amb el model
de frec sec), I'’equacié del moviment es pot determinar fent s exclusivament del
Teorema de I’Energia, o del Principi de Conservacié de I’Energia, en versié diferen-
cial. En aquesta situacié s’utilitza la inércia reduida per descriure el comportament
inercial de la cadena cinematica de la maquina i la forga reduida o el parell reduit
per descriure les forces diferents de les d’enllag, que en principi fan poténcia no

nul-la.

Si per a una maquina rotativa es pren com a grau de llibertat la derivada temporal
O = Wt de la coordenada angular ¢ de l'eix del motor, l'expressié de 'energia

cinética és
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E, = % red (cp)c,bQ on I . (gp) és la inércia reduida a la coordenada ¢, o a la rota-
ci6 de l'eix del motor. Aquesta inércia és, en principi, funcié de la configuracio,
donada per 'angle ¢. Aquest és, per exemple, el cas d’'una maquina amb elements
amb moviment alternatiu, que no aporten energia cinética en les configuracions

corresponents als seus punts morts, en elles tenen velocitat nul-la, i sf n’aporten en

les altres configuracions.

La poténcia P de totes les forces que actuen sobre el sistema és la suma de la po-
téncia de les forces que actuen sobre els elements mobils del motor, del receptor i

de la transmissié. Per a la transmissio, es defineix el parell Ti,,,s com aquell que

aplicat, per exemple, a 1’eix d’entrada de la transmissié donaria la mateixa potén-
cia, canviada de signe, que totes les resisténcies passives que actuen sobre els ele-
ments de la transmissié —parell reduit d’aquestes forces a la rotacié de l’eix del

motor, canviat de signe.

P:Pmot+P +Prec:Totgb_T:cransgb_Trec(’brec:

trans m

(Tmot o T"crans o Trec T) SO - Tred (SO’ gp) ¥

onT=w, /W =@ / ¢ ¢s la relacié de transmissié i T, <g0,gb) és el parell
reduit de totes les forces de la maquina a la coordenada ¢, o a la rotacié de l’eix
del motor. Aquest parell és, en principi, funcié de la configuracié, donada per
I’angle ¢, i de la velocitat ¢ . El parell reduit sera funcié de la configuracio6 si, per
exemple, en la maquina hi ha elements elastics que es deformen més o menys al

llarg d’un cicle. El parell reduit sera funcié de la velocitat si, per exemple, algunes

resisténcies passives provenen de frec viscos.

Aplicant el Teorema de I’Energia en versié diferencial al sistema format per tota la

maquina, i fent Us de la inércia reduida i del parell reduit, s’obté 1’equacié del

moviment.

. . . . d
Ec - a[% Ired (90)802 - %[red 90(90> 903 + [red <S0> e amb Ired QD(SO) B E([red <80))
P=T (w’sb)Sb g

Ec =P - Ired (gp)gp + %Ired (p(@) (‘bQ - Tred (g&,gb) =0

Si s’aplica el Principi de Conservacié de 1’Energia, també en versié diferencial, a
tota la maquina excloent la part no mecanica del motor, per exemple, la part eléc-

trica si el motor és eléctric, s’obté evidentment la mateixa equacié del moviment.
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En el calcul de la poténcia cedida, cal tenir en compte que és la poténcia de les
forces que actuen sobre l'exterior i per tant de signe contrari a la de les forces que

actuen sobre els elements mobils de la maquina.

Prebuda - Tmot 90 Pcedida - Ttrans (‘0 + Trec 90 Einterna - Ec
Prebuda - Pcedida + Einterna - Trnot 90 = Ttrans 90 + Trec Sbrec + Ec - [2]

By =Ty = Toans ? = Tree Pre = (Tonot = Thxans = Toee 7)9 = Treq (0:00) 0 = P

Si quan s’aplica el Principi de Conservacié de I’Energia s’inclou en el sistema tot el
motor aleshores l’energia rebuda és la d’alimentacié del motor, eleéctrica en un
motor eléctric, i a ’energia cedida per la maquina cal afegir-hi la dissipada en el
motor, usualment en forma de rendiment del motor, rendiment electromecanic si el

motor és eléctric.

El canvi de signe inclos en la definicié del parell resistent del receptor queda clar si
s’apliquen les expressions 2 al sistema format tnicament pel receptor, en régim
estacionari i si la seva inercia reduida fos constant. En aquest cas E =0 i

P =P

rebuda cedida *

T # 1 és igual a la poténcia cedida, que és la poténcia de les forces que els seus

La poténcia rebuda és la poténcia del parell que rep al seu eix

elements mobils fan a l’exterior, de signe contrari a la de les forces que els seus

elements mobils reben de ’exterior.

Per estudiar el comportament d’una maquina rotativa, com el de tot sistema d’un
grau de llibertat en el qual les forces que hi actuen diferents de les d’enllag no sén
funcié d’aquestes, cal integrar ’equacié del moviment 1. Per fer-ho, cal conéixer
només els parametres que hi intervenen, la inércia reduida i els parells reduits.
Aquesta equacié només es pot resoldre analiticament quan la inércia reduida i els
parells reduits tenen una descripcié molt elemental de manera que és usual resol-
dre-la numeéricament. La resolucié numeérica no presenta cap problema, només cal
elegir convenientment els parametres de l’algorisme d’integracié per tractar ade-
quadament les possibles particularitats dels parametres de la maquina funcié de la
configuracié, donada per 'angle ¢, i de la velocitat ¢ . En general, si aquests no
presenten discontinuitats o variacions molt importants els parametres per defecte
dels algorismes d’integracié sén suficients. Si per a la integracié no es parteix del
repos, situacié usual quan es vol estudiar el régim estacionari sense fer una integra-
cié molt llarga en el temps, cal elegir les condicions inicials de manera que siguin

properes a un estat d’aquest régim.
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MAQUINA ROTATIVA AMB INERCIA REDUIDA CONSTANT I PARELL
REDUIT INDEPENDENT DE LA VELOCITAT ANGULAR

Si la inércia reduida és constant i el parell és tinicament funcié de ’angle, 'equacié

del moviment 1 és
]red('b B T;ed (('0) =0 [3]
Grau d’irregularitat del régim estacionari

Com que ¢ és la derivada de la velocitat angular, ¢ =dw / dt, 'expressié anterior

es pot escriure com

dw

T :de (¢)
re:

que posa de manifest que els zeros del parell reduit T, _, (cp) corresponen als ex-
trems, maxims i minims, d’'w. Siguin w___ i w . els valors maxim i minim abso-

luts d’w en un cicle, que es produeixen per a ¢ Si es planteja el Teo-

i -
wmax ()0(.4) min

rema de I’Energia entre aquestes configuracions es té

wmax SDUJIH&X 1 2 2
AECL ) - 0. Tred (cp)dgo - Wmax - Ejred (wmax o wmin) - Wmax [4]

Si es té en compte la definicié del grau d’irregularitat 6 i es considera que la veloci-

tat angular mitjana w . ¢és la semisuma de la velocitat angular maxima i minima

it

2 2
w —W_ .

max mln) . ( B )(wmax + wmin) _ s _ s 9

2 = \%“max ~ “min 92 = 0 Wit “mit — 9 %mit
Substituint a I’expressié 4 es té
St =W f= e [5]
red mit ~ " max o 2
red “mit

L’expressié 5 posa de manifest que en el cas estudiat en aquest apartat —inércia
reduida constant i parell reduit independent de la velocitat— es pot determinar una
aproximacié del grau d’irregularitat (és una aproximacié ja que s’ha suposat que la
velocitat angular mitjana és la semisuma de la maxima i la minima) a partir del
treball W realitzat pel parell reduit entre les configuracions que és nul. Si les
hipotesis establertes sén valides per a una certa maquina de moment d’inércia

reduit [, , aquesta expressi6 5 es pot utilitzar per calcular el moment d’inércia
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axial del volant d’inércia I | necessari per obtenir el grau d’irregularitat 6, desit-

jat.
o = —Wmax b I =1 . +1 - I = —Wmax —1I [6]
a I 2 am total — “red vol vol T 9 s red
total “mit Wit %a

Temps d’arrencada i temps de frenada

El temps d’arrencada, temps per arribar a la velocitat de régim estacionari, d’una
maquina rotativa en general és prou llarg per incloure un nombre considerable de
cicles de funcionament. Si és aix{, amb prou precisié en la integracié de ’equacié de
moviment de ’expressié 3 des del repos fins a la velocitat de régim permanent, es

pot substituir el parell reduit pel seu valor mitja.

.. t 1 ¢ 1 t
Iredgp - T;“ed <90> =0 - Aw]g = I_'j; T;ed (('O)dt ~ I_T;ed mit At 0
red red [7]
T ) T .
Aw = r;d mit At N amit — r;d mit
red red

En resum, en general si el parell reduit no depén de la velocitat, es pot admetre
amb prou aproximacié que durant ’arrencada el moviment és uniformement acce-

lerat amb acceleracié angular «_.. i que el temps d’arrencada és t = w a .. .
mit a mot mit

Per a I’aturada lliure, sense la intervencié de cap fre, sén valids els comentaris del

paragraf anterior.
Trajectoria en el pla de fases

L’equacié 3 es pot integrar multiplicant-la per d¢ i tenint en compte que
pdp = (1/ 2)dgb2, que és el queé es fa per arribar de I’equacié de Newton al Teore-

ma de I’Energia. En definitiva, el Teorema de I’Energia aplicat al sistema estudiat

entre els estats (gp =0, wo) i (go, w) permet escriure
AECEO = 0@ Tred (go)dgo - %Ired (w2 - wg) = 0@ TJ’red <90>d90 -

o= ) Tl = o)

En aquesta expressié es posa de manifest que w és només funcié de o, w(gp). El pla

w-p s'anomena pla de fases i en altres ambits la representacio d’w(gp) en aquest pla

s’anomena trajectoria en el pla de fases i en régim ciclic és una corba tancada.
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Dels extrems, maxim i minim, d’aquesta corba es determina el grau d’irregularitat

d.

De l'expressié de la velocitat angular w = w(gp) es pot determinar go(t) integrant

per separacio de variables, de manera que si es pren ¢ =0 per a t =0 es té

o _ de e
E—Q}(SO) — dt—w(w) t—j;w<90>

El procés descrit en aquest apartat per determinar tant el grau d’irregularitat com

w=wlg) —

go(t) cal veure’l amb precaucié en front del procediment descrit en ’apartat anteri-

or per determinar el grau d’irregularitat i del procediment d’integracié directa de

I’equacié 3 per determinar gp(t).
Variaci6 localitzada del parell reduit 7, (gp)

En algunes maquines, com per exemple premses i punxonadores, la variacié de
parell resistent i la conseqiient variacié de velocitat angular es produeixen en un
tram del cicle de funcionament molt localitzat, quan es produeix 'operacié de tre-
ball. En aquests casos i sobretot si no es coneix en detall ’evolucié del parell resis-
tent, es pot prendre com a valor conservador de la irregularitat 'obtingut emprant

com a W___ el treball fet pel motor en un cicle sencer.

EXERCICI 1

En una maquina rotativa, com la de la figura 1 sense volant, el motor esta unit
directament a l’element receptor que requereix 12 voltes de ’eix motor per realitzar

un cicle complet del seu funcionament. El moment d’inércia de tota la maquina

reduit a l'eix del motor és I, =13 kg-m2, el parell resistent 7 (gp) reduit també
re res

a l’eix del motor és l'indicat a la figura 1.1 i la velocitat de rotacié del motor és

. -1 . < . . .
N o = (10 min ~. Determineu en régim estacionari:

a) La poténcia mitjana i el parell mitja del motor.

Si el parell motor és constant i igual al parell mitja calculat, determineu en regim

estacionari:
b) El grau d’irregularitat ¢ de la rotacié de ’eix motor.

c¢) El volant que cal incorporar a 1’eix del motor per tal que el grau d’irregularitat

de la seva rotacié no superi 6 = 0,01.
max
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T . 0 < <2(2n)
Bézier ({Tl,Tl,TQ,TQ}) 2(27) < o < 7(2n)
T ()= , ) 7(2n) < ¢ < 9(2n)
— Bézier({TQ,TQ,Tl,Tl}) 9(2m) < ¢ < 10(2n)
x2m ¢ [rad]
Figura 1.1 Parell resistent de la maquina. Grafic i descripcié analitica.
*Corba de Bézier paramétrica amb les ordenades de Bézier indicades.
Solucié

a) L’energia consumida pel receptor en un cicle E . ¢s també l'energia subminis-
trada pel motor en un cicle ja que el régim de funcionament de la maquina és esta-
cionari ciclic. Aquesta energia és igual al treball fet pel parell resistent —integral del
parell al llarg del cicle que es calcula, per exemple, numericament a partir de la

seva expressié analitica.

= [ T,.(¢)dp=5718 J

cicle
cicle
El temps ¢, que dura un cicle, perfode, és funcié de la velocitat del motor.
60
t., =——12=1014s
cicle
n
mot

La poténcia mitjana del motor P és el quocient entre ’energia en un cicle i el

t

temps que dura aquest. El parell mitja del motor T és el quocient entre la po-

t
téncia mitjana i la velocitat angular w_ . del motor.

P — Ecicle = 5638 W T _ Prnot — Prnot = 75.83 N-m
mot t ’
? tcicle " “mot (nmot/ 60) 2m

b) A la figura 1.2 es mostren el parell resistent T, o » €l parell motor T " i el parell

t

total reduit a l'eix del motor T, =T . —T . Els zeros del parell reduit es poden

trobar directament del grafic o numeéricament. Els valors obtinguts sén:

P e = 26,52 rad (4,221 voltes) i ¢_ . = 60,04 rad (9,556 voltes).
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o 2 4 6 8 10 12 Voltes
X 2T ¢ [rad]

Figura 1.2 Parell total reduit a I’eix del motor.

El treball W realitzat pel parell reduit entre aquestes configuracions és

W = [ Tog(e)dp == [T (¢)dip = 1637 J

¥wmin Pwmax

El grau d’irregularitat obtingut amb ’expressi6 5 és

W |24
§ = —tmax_ — A (028
Ired wmit ]red wmot

c) El volant necessari per obtenir el grau d’irregularitat proposat es determina a

partir de I’expressio6 6.

Wmax 2
=——max ] . =16,61 kgm

vol 2

w
mot “max

A la figura 1.3 es poden veure els grafics de la velocitat angular funcié del temps
per a la maquina amb i sense volant. Aquests resultats s’han obtingut per integra-
cié numeérica de 'equacié del moviment de ’expressié 3 amb els valors dels para-
metres de l’aplicacié actual. Es pot comprovar la coincidéncia dels graus
d’irregularitat obtinguts en els apartats anteriors i els obtinguts a partir d’aquests
grafics.

Es interessant també observar a la figura 1.3 que la periodicitat de la variacié de la
velocitat angular no esta lligada directament a la velocitat de rotacié del motor

siné a la periodicitat del parell resistent.
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. | — Sense volant|
| — Amb volant |

Figura 1.3 Velocitat angular amb i sense volant.

L’augment de la inércia de la cadena cinematica de la maquina causada pel volant
provoca un augment del temps de resposta en régim transitori, de manera que
mantenint les condicions tant el temps d’arrencada com el de parada augmenten. A
la figura 1.4 es mostra ’arrencada amb un parell doble del calculat per a régim
estacionari i el temps d’aturada lliure suposant en ambdés casos que el parell resis-
tent es manté. Els dos grafics s’han obtingut per integracié numeérica de ’equacio

del moviment de 'expressié 3 amb les condicions indicades.

w [rad/s] w [rad/s]
80_””””7 77777777 Y A A T | 80_””””7 77777777 T T T |

o A PO l--------r--| — Sense volant |-~
wl T eI [Camem
WS T
204/ /S — Sense volant 20

I — Amb volant i

0 i i i i i 0

0 5 10 15 20 25 30 0

t [s] t[s]

Figura 1.4 Arrencada i parada amb i sense volant.

Els temps d’arrencada per a la maquina de ’exercici actual, expressié 7, son:

Sense volant: a .. = 5,833 rad /s? t, =12,75 s

Amb volant;  « .. = 2,561 rad/s2 t, =29,03 s

Per a I'aturada lliure de la maquina els temps coincideixen ja que amb el parell

motor a 'arrencada pres, 2T, el parell reduit a l'arrencada és T . i a la parada

ot ’ t

és =T

mot °

,‘} @ Laboratori de Maquines 15
NS ) Departament d’Enginyeria Mecanica

e,




MAQUINA ROTATIVA AMB INERCIA REDUIDA CONSTANT I PARELL
REDUIT INDEPENDENT DE LA CONFIGURACIO ANGULAR

En una maquina rotativa ciclica en régim estacionari si el parell reduit és funcié de
la configuracié angular —T , (90), és una funcié periodica de perfode, en general,
igual a unes poques voltes de 'eix principal de la maquina, ja sigui 1’eix del motor
o l’eix del receptor, com per exemple el de la figura 1.2. Durant el funcionament de
la maquina s’escombra periodicament tot el domini de variacié de I’angle i per tant
la variaci6 del parell, recorregut de la funcié T, (go), és tota la possible. En régim
estacionari la velocitat angular és sensiblement constant tal com es veu en la ma-
quina de D’exercici 1. L’interval de variacié d’w respecte al seu valor mitja, definit
pel grau d’irregularitat, és petit, i per tant, si el parell reduit és funcié de la veloci-
tat angular -7, (w)f la variaci6é del parell és només una petita part, sovint molt
petita, del recorregut de la funcié T, (w) i té poca incidéncia en el funcionament
en régim estacionari de la maquina. Es per aquesta raé que la variacié del parell
reduit en funcié d’w en els estudis classics de maquines rotatives, o no necessaria-

ment rotatives, es planteja des d’un altre punt de vista.
Corbes caracteristiques

Si la dependéncia del parell reduit —ja sigui motor, resistent o de resisténcies passi-
ves a la transmissié— de la configuracié és negligible o en 'estudi que es vol fer el
seu efecte es pot substituir per una mitjana al llarg d’un periode, aleshores es con-

sidera el parell com una funci6 només d’w. El grafic d’aquesta funcié T(w)

s’anomena corba caracteristica de l’element. Les corbes caracteristiques és usual
que depenguin d’un o més parametres de ’element de manera que per a un conjunt

de valors d’un parametre es té una familia de corbes caracteristiques.

A la figura 3 es mostren dues families de corbes caracteristiques d’un motor
d’induccié on el parametre de la familia és la tensié d’alimentacié. Si bé usualment
les corbes caracteristiques solen ser de parell, o forca en elements de moviment
lineal, funcié de velocitat també s’utilitzen les corbes caracteristiques de poténcia
(subministrada pels motors i rebuda pels receptors) en funcié de la velocitat, P(w).
Obviament es passa de les de parell a les de poténcia simplement per producte amb

la velocitat.
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Figura 3 Corbes caracteristiques de parell i de poténcia d’un motor d’induccié.

En la figura 4 s’inclou en el mateix grafic les corbes caracteristiques del motor i el
parell resistent de 1’element receptor que fa moure el motor. Parell motor i parell
resistent estan reduits al mateix eix. Per a un valor donat de la tensio
d’alimentacid, p.e. 400 V, en els punts d’interseccié6 P i Q de la corba de parell
motor i de la corba de parell resistent aquests coincideixen i per tant també coinci-
deixen la poténcia mitjana subministrada pel motor i la rebuda, i consumida, pel
receptor. Aix{i doncs, a la velocitat corresponent a aquests punts no hi ha energia
que es pugui dedicar a modificar I’energia cinética mitjana de la maquina i per tant
aquesta funciona a velocitat mitjana constant. En definitiva, doncs, els punts
d’interseccié P i Q corresponen a funcionament de la maquina en régim estacionari.

Cal, pero, fer atencié al diferent comportament de la maquina a ’entorn dels punts

PiQ.

Q Parell

" resistent

3 S T SN —
0 200 400 600 800 1000 7 [min-1]

Figura 4 Corbes caracteristiques i régim de funcionament.

Si la maquina es mou a la velocitat de Q i per efecte d’alguna pertorbacié externa
la velocitat augmenta, el parell motor disminueix i el parell resistent augmenta de

manera que la velocitat torna a disminuir quan cessa la pertorbacié. Si la pertorba-
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ci6 fa disminuir la velocitat el parell motor augmenta i el parell resistent disminu-
eix i per tant la velocitat torna a augmentar quan cessa la pertorbacié. Es tracta,

doncs, d’un régim de funcionament estacionari estable.

Si la maquina es mou a la velocitat de P i per efecte d’alguna pertorbacié externa
la velocitat augmenta, el parell motor augmenta més que el parell resistent de
manera que la velocitat augmenta més. Si la pertorbacié fa disminuir la velocitat el
parell motor disminueix més que el parell resistent i per tant la velocitat disminu-

eix més. Es tracta, doncs, d’un régim de funcionament estacionari inestable.

L’analisi de les corbes caracteristiques déna més informacié que la comentada en
els paragrafs anteriors. Aix{ per exemple: i) Amb el parell resistent mostrat a la
figura el motor no pot arrencar ni amb la maxima tensié d’alimentacié; ii) Es pot
modificar lleugerament la velocitat de régim estacionari modificant la tensid

d’alimentacio.
Equaci6é del moviment

Si la inércia reduida és constant i el parell és tnicament funcié de la velocitat,

I’equacié del moviment 1 és
Lo # = Tea (¢) = 0
Com que ¢ és la derivada de la velocitat angular, ¢ =dw / dt, 'expressié anterior

es pot escriure com una equacié diferencial de primer ordre en w.
Ired w = Trcd (w) =0 [9]

Aquesta equacié es pot integrar per separacié de variables i trobar el temps neces-

sari per passar d’'una velocitat angular a una altra.

Tred (w) - dw _ Tred (w) — dt= Ired dw

. ) dt Ly Jlied (w) [10]
ly (% d _ Wy d
j; 1 dt = fw1 _j;e(rle(w_)dw — t, =1+ . _j;e(rle(w_)dw

Partint del repos o d’una velocitat qualsevol, I’evolucié per arribar al régim estaci-
onari, donat com s’ha vist per la intercessié de les corbes caracteristiques de motor
i del receptor, és asimptotica. Suposant que les corbes caracteristiques sén continu-
es i tal com es pot veure per exemple a la figura 4, a mesura que el sistema s’acosta

al régim estacionari el parell reduit, diferéncia del parell motor i del parell resistent,
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va disminuint i per tant també ho fa ’acceleracié i 'increment de velocitat per

arribar-hi.
Zona de treball

La possibilitat de modificar alguns parametres del funcionament d’un motor i de
modificar la seva alimentacié fa, tal com s’ha vist en D'exemple dels motors
d’induccié, que el parell i la velocitat que poden subministrar no defineixin una
lnica corba caracteristica siné que defineixin una regié del pla velocitat-parell en la

qual poden funcionar i que s’anomena la zona de treball del motor.

Aquesta zona tipicament esta acotada per valors llindar, no superables de manera
continua o durant intervals més o menys llargs, establerts per les caracteristiques
de disseny del motor. Aixi, per a un motor eléctric es té una limitacié de parell
maxim, provinent tant de les caracteristiques mecaniques, resisténcia dels elements
mecanics, com del fet que el parell esta lligat al corrent eléctric que circula pel
motor i que ha de generar el controlador del motor. Una segona limitacié és la
relativa a la velocitat maxima també lligada a aspectes mecanics —desequilibri,
forces centrifugues admissibles...— i a aspectes eléctrics ja que la velocitat esta
lligada a la tensié d’alimentacié. La tercera limitacié prové d’aspectes térmics i
limita la poténcia subministrada de manera permanent o intermitent. A major
poténcia subministrada pel motor, major poténcia no convertida a poténcia meca-
nica i per tant dissipada pel motor, en forma de calor, en un moment o altre. La
poténcia dissipada estd condicionada pel disseny —aletes de refrigeracié, ventila-
dors... La massa térmica del motor fa que pugui absorbir, augmentant la seva tem-
peratura, increments més o menys perllongats pero limitats de poténcia que poste-
riorment haura d’anar dissipant; aixd fa que el motor pugui generar valors puntu-
als de poténcia superiors a la poténcia continua que pot generar, usualment consi-
derada com a nominal. A la figura 5 es mostra un exemple de zona de treball d'un
motor. Cal notar que en el pla velocitat-parell una corba a poténcia constant és

una hipérbola.

Es pot definir, de manera similar, la zona de treball d’un receptor pero el seu com-
portament sol ser molt més rigid que el del motor ja que estd condicionat per la
tasca que ha de fer i el temps que té per fer-la. Aixo fa que la zona de treball pugui
quedar molt reduida fins i tot a practicament un punt de funcionament. Aleshores,

cal intentar que aquest punt quedi dins de la zona, optima si pot ser, de funciona-
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ment del motor escollint adequadament les caracteristiques i parametres del motor

i de la transmissio.
T [N-m]
3503 I o e |
e (R R R
w0l NN\

! : —Qcasional !
2004 SN G CASIONA L

B,
1004 Continu - S~ T

S s s m

0 250 500 750 1000 1250 1500 n [minl]

Figura 5. Zona de treball d’'un motor, exemple.

EXERCICI 2

El parell d’un motor de corrent continu d’excitacié independent es pot aproximar
per lexpressi6 T, =cl on [ = (U—cw)/R , R=10,6 Q és la resisténcia de
linduit, ¢ = 0,08 N-m / A és la constant de parell —proporcional al camp magne-
tic—, I és el corrent electric de 'induit, w és la velocitat angular de l'eix i U és la
tensié d’alimentacié. Aquest motor acciona a través d’una transmissié un ventila-
dor. El parell resistent del ventilador més el parell reduit de les resisténcies passi-
ves de la transmissiéo sén equivalents a un parell resistent total reduit a l'eix del
motor d’expressié T = ¢, + ¢, w® on ¢ =0,2Nmic = 251075 N-m/(rad/s).
El moment d’inércia dels elements mobils reduit a l'eix del motor és

I 4=0018 kg-mz. Determineu:

re

a) La familia de corbes caracteristiques del motor per a 0 V < U <24 V. Super-

poseu en el grafic el parell resistent.
b) La velocitat de régim estacionaria U =24 V.

c¢) La velocitat en funcié del temps si el ventilador arrenca del repos a tensié cons-

tant U =24 V.

d) La velocitat en funcié del temps si a ’arrencada des del repos s’incrementa la

tensié d’alimentacié linealment de 0 V a 24 V en 3 s 1 a continuacié es manté

constant.
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Solucid

a) A la figura 2.1 es mostren les corbes caracteristiques de motor i del receptor,
obtingudes simplement substituint en les expressions corresponents els valors dels

parametres donats per a cada element.

R

o N N~ T Parell
‘ ! | | ‘ resistent
]_- ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
0 : : : : s i
0 50 100 150 200 250 300 w [rad/s]

Figura 2.1 Corbes caracteristiques del motor i del receptor.

b) La velocitat de régim estacionari és aquella per a la qual el parell motor a la
tensié donada, 24 V, és igual al parell resistent, interseccié de les dues corbes ca-
racteristiques assenyalada a la figura 2.1. Igualant les expressions del parell motor,
a 24 V, i del parell resistent es té ’equacié en w, la solucié de la qual és la velocitat
buscada.
(U —c w)

c—:cl—l—c2w

R

2 & w_=190,4rad/s — n_ =1818 min!

est est
c) Per determinar la velocitat angular en funcié del temps en el procés d’arrencada
descrit, des del repos i amb un graé de tensié de 0 V a 24 V, es pot utilitzar

I'expressié 9 o alternativament integrar directament 'equacié del moviment de

res

I'expressié 1 amb T, (w) =1, (w)—T (w) = c(U—cw)/R—(Cl +c, wz).

*****************************************************

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

fffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

0 1 2 3 4 5 t]s

Figura 2.2 Evolucié de la velocitat angular en 1’arrencada.
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A la figura 2.2 es mostra el resultat obtingut per integracié numérica. S’observa la

tendéncia asimptotica de la velocitat angular cap a la velocitat de régim estacionari.

d) En variar la tensi6é d’alimentacié durant ’arrencada el parell reduit és ara tam-

bé funcié del temps i 'equacié del moviment 9 passa a ser

1 dw—Ted(w,t):O amb Tred(w):c(U<t>—cw)/R—(cl—|—62w2>

re T

Per obtenir la velocitat angular en funcié del temps, el procediment de separacié de
variables de l’expressié 10 és encara possible amb les expressions analitiques dels
parells d’aquest exercici perd no és clar que proporcioni cap avantatge en front de
la integracié directa de ’equacié del moviment. A la figura 2.3 es mostra el resultat
obtingut per integraci6 numérica. S’inclouen a la figura ’evolucié de la tensié
d’alimentacié i l’evolucié de la velocitat angular durant l’arrencada amb tensio

constant.

—+—++ Tensié d’alimentacié
—— Velocitat angular

Velocitat angular amb
tensié d’alimentacio
constant

Figura 2.3 Evolucié de la velocitat angular en ’arrencada.

S’observa que en els primers instants, mentre la tensié d’alimentacié no és suficient

perque el motor proporcioni un parell superior a cq, la velocitat angular és nul-la,

no arrenca. El temps que transcorre en aquesta situacié és
cU(t)/[R—¢,=0 amb U(t)= 24(t/3) . t=0,1765 s

També s’observa que en una bona part del tram de pujada de la tensié, el retard

en la resposta de la velocitat és de 'ordre d’1s.
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MAQUINA ROTATIVA AMB INERCIA REDUIDA NO CONSTANT I PARELL
REDUIT INDEPENDENT DE LA VELOCITAT ANGULAR

Periode
Si la inércia reduida no és constant i el parell és tnicament funcié de l'angle,

I’equacié del moviment 1 és

.1 .92
Lea (9)8 45 Lo A9)8" — T () =0 [11]
En una maquina rotativa I, (gp) v Log @(gp) 1T 4 (go) sén periodics i go(t)i gb(t)
també ho sén com es posa de manifest després de trobar el periode. El periode T es

pot determinar integrant pas a pas ’equacié del moviment i veient quan els valors
de go(t)i gb(t) es tornen a repetir, go(to + t) = go(t()) i gb(to + t) = gb(t()).
El Teorema de I’Energia aplicat al sistema estudiat entre els estats (goo =0, wo) i

(90, w) permet escriure

AECEOZI:TM(@)W - %Ired(go)(wz—wg):j;pTred(go)dgo S

1

Ble)= et = Al v~ ws i

amb A(gp): OSOTred<g0)dg0 i C:%Ired(gozo)wg

Aquesta expressié de la velocitat angular es pot integrar per separacié de variables

per determinar go(t), de manera que si es pren ¢ =0 per a t =0 es té

de

w=wle) - eeld) - t=

Si es particularitza 1’expressié anterior per a un cicle, corresponent per exemple a

una volta ¢ = 2w, s’obté el periode.

[14]

Aquesta expressié posa de manifest que el periode és funcié de les caracteristiques

inercials del sistema, [, (go), de les forces que hi actuen, T, (gp), i de les condici-

ons amb queé s’inicia el moviment, C.
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Diagrama de Wittenbauer. Grau d’irregularitat

Per tal d’analitzar el grau d’irregularitat i calcular el moment d’inércia del volant
adequat per reduir-lo a valors acceptables, Ferdinand Wittenbauer va proposar un
procediment grafico-analitic basat en el diagrama: inércia reduida en l'eix de les
abscisses i energia cinetica en 1’eix de les ordenades, que es coneix com a diagrama

de Wittenbauer.

Fent atenci6 a D'expressi6 12, es veu que l’energia cinética és funcié de o,
E = (1/2) I 4 (gp)w2 = A(gp) + C'. Aix{ doncs, utilitzant ¢ com a parametre s’obté el
diagrama de Wittenbauer {Ire q (go),EC (gp)], figura 6. En funcié del valor que es

prengui per a w,, i per tant per a C, el diagrama només es desplaca verticalment

0 )
perd no canvia de forma.

B J]
Ry e
oy o == —

1 [ A [ [ I < R A

| | | | <

81— o S o G e

1 P b O N : .
6 N N e
d 0 T N Ny e
1 S Vmax Q Prnin = 23,27
21 S G

1. g\ 1/]1111117”77 . ——————

02 : [ A

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 [ [kg-m?]

x10-

Figura 6. Diagrama de Wittenbauer d’un motor alternatiu.

Aquest diagrama té una propietat interessant. La recta que uneix un punt qualse-
vol del pla on es representa el diagrama amb 1’origen de coordenades té un pendent
proporcional al quadrat de la velocitat angular en aquest punt,
E, (go) L4 <g0> = (1/2) w’ . El factor de proporcionalitat o d’escala [, entre el pen-

dent i les magnituds del diagrama s’obté per inspeccié directa. Aixi, per exemple,

fent atencié al punt Q de la figura 6 es té

B 2
cQ WQ

tan ¢Q - I f;asc - Tfesc

red Q

IredQ 45107° —6 2
o= tan ), = ———tan (30, 960) = 22,50107% s
esc Q 12
cQ
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Cal notar que el factor d’escala té unitats de s2. G.G. Baranov i altres utilitzen els

factors d’escala en cadascun dels eixos i donen &, J/mm per a les ordenades i
ky kg-m2 /mm per a les abscisses; en aquest cas el factor d’escala és Joscala = K / kg -
A la  figura 6 els factors d'escala  s6n  kp =0,2222 J/mm i
ky = 4,667-10° kg-m®/mm .

Si es disposa del diagrama de Wittenbauer la velocitat angular maxima w___ cor-
respon a la de la recta de major pendent que uneix un punt del diagrama amb
l'origen; aquesta recta és, evidentment, tangent al diagrama. De la mateixa manera

la velocitat angular minima w . correspon a la recta de menor pendent, també

in
tangent al diagrama. Aix{ doncs, tracant des de 'origen les dues tangents extremes
al diagrama es tenen les velocitats angulars maxima i minima i per tant el grau
d’irregularitat. Fent de nou atencié a l’exemple de la figura 6 i prenent com a
velocitat angular mitjana la semisuma de les dues velocitats angulars extremes, es

té

W = \/QtanzbmaxL = 281,2 rad/s Wi = \/Qtan mini =195,5 rad/s
esc esc
wo—w .
§ = —mmax__min__ _ (3504

(wmax + wmin )/2

Disseny d’un volant

Si el grau d’irregularitat d’'una maquina és excessiu o si en ’etapa de disseny es vol
limitar el seu valor, i no es poden disminuir les fluctuacions del parell resistent o de
la inércia reduida, cal pensar en un volant d’inércia i calcular el seu moment

d’inércia axial I, necessari per obtenir el grau d’irregularitat desitjat.

Per al calcul del volant se suposa que es disposa del moment d’inércia I, (gp) de la
cadena cinematica sense el volant, del parell reduit T, (90) i de la velocitat angu-

lar mitjana w_.. corresponent al nombre de cicles per unitat de temps que ha de

1t
fer la maquina. Amb I, (cp) 1T 4 (gp) es pot dibuixar ja el diagrama de Witten-

bauer de la maquina sense volant.

Afegir un volant a la cadena cinematica d’una maquina desplaga el diagrama de
Wittenbauer cap a la dreta ja que la inércia reduida s’incrementa amb el moment
d’inércia del volant, que no depén de l'angle ¢, I, ((p) =14 (go) +1 - El moment

d’inercia del volant s’afegeix directament al moment reduit si es col-loca en l'eix de

P 0% Laboratori de Maquines 25

\" @ Departament d’Enginyeria Mecanica

Sl




reduccié o ponderat pel quadrat de la relacié de transmissié si es col-loca en un
altre eix. Quant a la direccié vertical, el diagrama també només es desplaca cap
amunt sense deformar-se tal com es pot veure a partir de ’expressié 12. Aixi doncs,
per passar del diagrama de Wittenbauer de la maquina sense volant al de la ma-
quina amb volant es poden mantenir el dibuix de la corba i les escales i desplagar

I’origen dels eixos de coordenades.

AECKO: OLpTred(90>d90 - %([red(¢)+[vol)(w2_wg):jz)@jled<90)d90 -
E, (90) - %(Ired (go)—l—]vol)w2 = A(‘P)"‘C'
amb A(go): Owl}ed(go)dgo i O':%(Ired(9020>+fvol)w(2)

Per dissenyar el volant primer cal decidir el grau d’irregularitat acceptat 6, . A
partir d’aquest grau d’irregularitat i de la velocitat angular mitjana de funciona-

ment de la maquina w es determina una aproximacié de les dues velocitats

mit ’

angulars extremes admissibles.

wrlnax = (1 + 6a/2) “nit wr/nin = (1 o 6&/2) “nit
Amb el factor d’escala del diagrama de Wittenbauer i les velocitats angulars ex-

tremes calculades, es determina el pendent que hauran de tenir les rectes tangents

al diagrama de la maquina amb volant.

12 12

tanty) = “max f tant) . = “min f
max esc min esc

2 2

A continuacié, es dibuixen les dues rectes tangents al diagrama amb els pendents
calculats. La interseccié d’aquestes dues rectes és 'origen dels eixos de coordenades
del diagrama de la maquina amb volant ja que d’aquesta manera les velocitats
angulars maxima i minima, i per tant el grau d’irregularitat, seran els desitjats. El
desplacament horitzontal de l'origen és, en l’escala de l’eix horitzontal del dibuix,
el moment d’inércia del volant buscat. Veient que només cal tenir en compte el
desplacament horitzontal, la posicié vertical del diagrama és irrellevant per al cal-

cul del volant, la constant C' de I’expressié 12 es pot prendre nul-la.

Trobar la interseccié de les rectes tangents esmentades pot presentar dos inconve-
nients, molt atenuats si es fa sevir un programa de dibuix adequat: i) la interseccié
es pot produir fora del pla de treball i ii) si el grau d’irregularitat desitjat és petit

els pendents de les dues rectes difereixen poc i la interseccié a part de lluny és poc

26 Laboratori de Maquines
188
, @Y

Departament d’Enginyeria Mecanica



precisa. Aquests dos inconvenients es resolen utilitzant el procediment segiient. A

la figura 7 es mostren les dues rectes i la seva interseccié O’, analitzant els trian-

gles O’AC i O’'BC s’obté el moment d’inércia del volant a partir del segment AB.

ffffffffffffffffffffffffffffffff

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

777777777777777777777777777777777

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

— /l/)‘lma’}( -
Ivol/ kI

Figura 7. Determinacié del moment d’inércia del volant.

B = (1) 00 901 = (L) s ) 5

W Wt :(w —|—w.)<w —w.):2w.6w.
max min max min max min mit “a  mit

O7

B ﬁ [15]
fesc - kE L
L ky AB
AB = M’Z wmit 6a wmit ZA - IVOl - - 2
% kE 6& Wit

Observacié

Si per al disseny d’un volant en una maquina on la irregularitat prové en part per
la variacié de la seva inércia reduida es proposa substituir la inércia per un valor
mitja i utilitzar el procediment per a inércia reduida constant, expressié 5, facil-
ment es pot cometre un error inacceptable ja que el terme variable (1/ 2)I]re d @(go) gb2,

que es negligiria, pot ser molt important. Tal com es veura, com a exemple, a
I’exercici 3, el pic de variacié del parell reduit és de 1'ordre de 3 N-m i el pic del

terme esmentat és de ’ordre de 10 N-m.
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EXERCICI 3

A la figura 3.1 es mostra un mecanisme de pisté-biela-manovella en el qual el pisté
rep de 'exterior una forca, la biela actua com a transmissié i la manovella rep un
parell de I'exterior. El centre d’inércia de la manovella esta sobre 'eix de gir O i la
resta de caracterfstiques inercials estan indicades en la figura. El parell rebut per la
manovella i la forca rebuda pel pisté reduits a la rotacié de la manovella generen

conjuntament el parell reduit ciclic, de periode 27, indicat a la figura de forma

grafica i analitica.

*******************************************
ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
********************************************

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

o o0 180 2370 i 3éo<p[°]
7. (¢) = Bézier(b) 0 < ¢ < 180°

T, 180°< ¢ < 360°

b= {7, T, o, 1. T, 1

r=20mm =106 mm [; =48 mm

I =200 kg-mm? I, =150 kg-mm? T, =10 N'm

Figura 3.1 Mecanisme de pisté-biela-manovella. Parell redutt: grafic i descripcié

analitica. *Corba de Bézier parametrica amb les ordenades de Bézier indicades.

a) Determineu la inércia del mecanisme reduida a la rotacié de la manovella i la
derivada respecte a ¢ d’aquesta inércia reduida. Comproveu que amb el parell
reduit donat el régim de funcionament és estacionari ciclic. Analitzeu el periode

o la velocitat angular mitjana en funcié de la velocitat angular inicial, w, per a
¢, =0°.
b) Integreu l’equacié del moviment per a unes condicions inicials donades, per

exemple ¢, = 0°, w, = 200 rad/s.
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c¢) Dibuixeu el diagrama de Wittenbauer amb les mateixes condicions inicials que a
I’apartat b. Utilitzeu el diagrama per determinar el grau d’irregularitat i compa-

reu-lo amb 'obtingut per integracié de ’equacié del moviment.

d) Calculeu, utilitzant el diagrama de Wittenbauer, el moment d’inércia d’un vo-
lant que redueixi el grau d’irregularitat a 6, = 0,05. Per integracié de I’equaci6

del moviment comproveu la bondat del calcul.

Solucié

a) La inércia del mecanisme reduida a la rotacié de la manovella es determina a
partir de ’energia cinética del sistema expressada en funcié de la velocitat angular

de la manovella ¢.

E =E, +E

¢ man ¢ pisté

+E

¢ biela -

1 o 1 o 1 .9 1 2 1 32
_Ired <90> Y = _Iman ' +- mpisté S N b mbielav (G> +- Ibiela(9 -
2 2 2 2 2
2 2 2 2 n2 :
[red (SO) - Iman + mpisté Sap + ]biela ego + Mpiela (T + lG ego +2r lG 9@ Sl (90 o 0))
d i
alred <90> = Ired %) <S0>90

on:
1/2
s:rsing0+[12—<rcos<p)2]/ é:g:j_sgb:%(p
¥
. dg de
0 = arcsin ——7 d=—=—p=0_¢
dt do 4

@:{rcosgp—lc;sine} v(G)—d@

rsing + I, cos dt

Les derivades respecte a ¢ es poden determinar analiticament o numeéricament. A

la figura 3.2 es mostren Ired (gp) i Ired o (gp) per a 0°< ¢ < 360°.
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200 +———

0 90 180 270 360 ¢ [°]
Led o [kg-mm?2 /rad]
2009 AN SRR R R R !
100
0_
-100 A
-200 . . . f f f f i o
0 90 180 270 360 ¢ [°]

Figura 3.2 Moment d’inércia reduit I, (cp) i derivada I, o (cp)

Per tal que amb el parell reduit donat el moviment sigui estacionari ciclic cal que

2
cicle =0= j;) ﬂTred (gp>dgp

j;%Tred (go)dgo = j:Bézier(b>dgo + f%TldQO = Bézier<'b)

la seva integral en un cicle sigui nulla ja que AFE,

+Tl7r

U=T0

b= {0T, 2T 3T, 3T, + TAT, + 1,57, + T,,6T; + Ty

Bézier (' b)

u=

1
) +Tlﬂ:?(13T1+T2)ﬂ:O
Aquest 1ltim resultat es comprova substituint els valors donats de T} i T,,.

Tal com s’ha vist anteriorment en un moviment ciclic estacionari el perfode ve

donat per 'expressié 14.

T:J—:ﬂ

Aquesta expressié es pot integrar per a un conjunt de valors d’w,, per exemple

dy amb A(gp):j;;pTred(go)dgp i C=-1 (@zO)u)g

50 rad/s < w, <300 rad/s i a partir del perfode s’obté la velocitat angular mitjana
m

W = 27T/T que es mostra en el grafic de la figura 3.3. Per sota d’w, = 40,5 rad/s

a ¢ =0°, la manovella no déna voltes senceres fet que es comprova integrant

I’equacié del moviment i que en el calcul del perfode es manifesta amb
A(go) +C <0.
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w .
350 1

300 +
250 -
200 1
150 1
100 4 ‘ ‘ ‘ : ‘
of

0 50 100 150 200 250 300 wy [rad/s]
Figura 3.3 Velocitat angular mitjana en funcié de la velocitat angular inicial.

b) A la figura 3.4 es mostra ’evolucié temporal de la velocitat angular obtinguda

per integracié de l'equaci6 del moviment amb ¢, = 0, w, = 200 rad /s.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1,0 t[s]

Figura 3.4 Velocitat angular partint de ¢, = 0, w, = 200 rad/s .

c) A la figura 3.5 es mostra el diagrama de Wittenbauer per a les condicions inici-
als anteriors. Hi estan dibuixades també les rectes que permeten trobar el grau

d’irregularitat.

E.[J]
129 L L b 2 Q

T R B L e

o AN T v
i N e
N e\ b=l

Figura 3.5 Diagrama de Wittenbauer.
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Fent s del procediment explicat a l’apartat “Diagrama de Wittenbauer. Grau
d’irregularitat”, en el qual s’ha utilitzat aquest mateix diagrama, s’obtenen les
velocitats angulars maxima i minima i que com es pot veure coincideixen amb les

de la figura 3.4.

leaq 45107
—— tan gy =~ —

cQ

W = \/2 tan 1 281,2 rad/s Wi = \/2 tan 1/)minL =195,5 rad/s
X X f

€esc

feoe = tan (30,96°) = 22,5010 s

esc

w —Ww._ .
§ = —max__—min__ _ 3594

(wmax + u}min )/2

En lloc de calcular la velocitat angular mitjana com a semisuma de les velocitats

angulars maxima i minima, (wmax +w . ) / 2 =238,4 rad/s, es pot calcular a partir

del periode que per a les condicions inicials donades és

T=2618ms — w .=240,0rad/s.

Seguint el procediment descrit per al disseny de volants amb un grau

d’irregularitat objectiu 6, = 0,05 es té

wh = (1 - (5a/2>(,umit =246,0 rad/s = W’ (1 — 63/2)wmit = 234,0 rad/s

W'? W2
max _ o ! __ “min _ o
=g = tan (34,25°) tan g —Tfesc—tan(SI,GB)

m

tan 1)’

max

Amb aquests angles es dibuixen les noves rectes tangents al diagrama i es determi-

na el segment AB, figura 3.6, i amb ’expressié 15 s’obté el moment d’inércia del

volant I, = 1609 kg:mm®.

E J]
127 ‘ : 2 Q
0] e
sl Sl o V=300
B 3 3 Bl ¢ 3 - 1 Vmax = 41,65°
64 Wi N Yunin = 23,27°
s I A R e 5/1‘ fffffffffff QAR i o o
44 TN ‘77_/””:7 o ET . T~ EEEE RS /max*34725
I e P T S V=316
oo - max !
= A
ATB O /'"";'"'I""I"":I""I"";""I""i""l 2
0 5 15 20 25 30 35 40 45 I 4[kg-m?]
10 red

Figura 3.6 Diagrama de Wittenbauer. Disseny del volant.
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Integrant de nou ’equacié del moviment incrementant el moment d’inércia reduit

amb el moment d’inércia del volant calculat, I;e q (QO) =14 (4,0) + 1, i modificant
les condicions inicials a ¢, =0, w, =235 rad/s per tal d’obtenir la mateixa

w, .. =240,0 rad/s , s’obté el grafic de la velocitat angular de la figura 3.7, on

s’observa que amb el volant

W =248 2rad/s  w . =234,1rad/s & =0,059

1

0o 02 04 06 08 10t

Figura 3.7 Velocitat angular amb volant i partint de ¢, =0, w, = 235 rad/s .

e,
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Exercicis
EXERCICI 4

Una punxonadora d’excéntrica ha de realitzar 3 operacions per s i cada operacié de
punxonament requereix 80 J i es realitza en una petita fraccié del cicle de funcio-
nament. Determineu el moment d’inercia del volant necessari per tal de garantir un

grau d’irregularitat inferior al 2%.

Quan la maquina funciona en régim permanent amb el volant dissenyat es descon-

necta el motor; quantes operacions fara abans d’aturar-se i quant temps tardara en

fer-ho?
Solucié

Amb les hipotesis d’inércia sensiblement constant i temps d’operacié i resisténcies

passives negligibles es té:

I, =1126 kg-mz; 25 operacions; 14,07 s.

vo

EXERCICI 5

L’accionament d’un generador li subministra a través d’un eix de transmissié un
pols de parell a cada volta de l'eix. El pols és rectangular de durada 90° i alcada
T =200 N-m. El debanat del generador crea un parell resistent constant a l’eix

tal que el régim de funcionament és estacionari amb una velocitat mitjana

n .. = 1500 min~'. El moment d’inércia del rotor del generador és I, =0,05 kg-m?.

A fi de reduir la irregularitat de la marxa i els esforcos maxims en l’eix de trans-
missié s’incorpora un volant de moment d’inercia I, en l'extrem de ’accionament
d’aquest eix. Determineu:
a) El moment d’inércia del volant per aconseguir un grau d’irregularitat 6, = 0,05.
b) El parell mitja T, . a l’eix de transmissio.

e mit
c) El parell T, (go) a l’eix de transmissié i dibuixeu-lo.

Solucié

a) I =0,1410 kg'm®

Vo

b) Te mit 50 N-m
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