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1 Descripcio i analisi de magnituds en I'estudi de
vibracions

Introduccio

De manera general, es pot entendre per vibracié qualsevol moviment oscil-latori -d’un solid,
0 d’un fluid— més o menys regular a I’entorn de 1’estat de repos o d’un moviment mitja
d’arrossegament. A la figura 1.1 es pot veure un fardell penjat d’un carro que es pot moure
sobre una guia. Si el carro ¢és fix i el fardell s’aparta de la posicidé d’equilibri adquirira un
moviment oscil-latori al seu entorn. Si el carro esta obligat a desplacar-se al llarg de la guia

el fardell oscil-lara respecte al carro.

Figura 1.1. Esquema de sistema vibratori.

De fet, el moviment d’un sistema es pot considerar com superposici6 d’un moviment
d’arrossegament, el repos n’és un cas particular, 1 una pertorbacié d’aquest moviment. La
frontera entre el moviment d’arrossegament i la seva pertorbacio s’estableix, més o menys
convencionalment, en funci6 del fenomen que es vol destacar i de la rapidesa de la variacio
temporal de les magnituds implicades. Aixi per exemple, els moviments oscil-latoris d’un
vaixell —capcineig, balanceig i guinyada— poden considerar-se com vibracions si es considera
la translacié del vaixell com moviment d’arrossegament. Ara bé, aquests moviments no es
consideraran vibracions en 1’estudi de les pertorbacions ocasionades pel funcionament dels
motors 1 el moviment d’arrossegament correspondra al moviment global del vaixell

considerat com un solid totalment rigid.



Una situacid similar es pot trobar en estudiar un vehicle. Si el que es vol és estudiar el
comportament de la suspensio es considerara com vibracid del vehicle el seu moviment al
voltant de la trajectoria mitjana que faria sobre un ferm perfectament llis sense accelerar o
frenar. Ara bé, si I’estudi vol contemplar 1’efecte del motor probablement es considerara com
vibracié dels diferents punts del xassis el moviment d’aquests al voltant de la trajectoria que

tindrien si el xassis fos perfectament rigid.

Les vibracions poden ser produides amb proposits funcionals: alimentadors vibratoris,
cubetes de rentat, vibradors de formigd, massatges, aplicacions meédiques, etc., o poden ser
efectes no desitjables que es generen per multitud de causes: funcionament de maquines en
general, lliscament relatiu entre superficies, impactes, accié del vent sobre estructures

—edificis, ponts, ales d’avio, etc.—, combustio no uniforme en calderes, etc.

Les vibracions generades en una font —o emissor— no hi queden localitzades sind que es
propaguen a l’entorn per mitja de diversos camins de transmissid: canonades de les
instal-lacions, suports, fonaments, aire, etc., fins arribar als receptors que poden ser equips,
aparells... 1 també¢ les persones. Pel que fa a aquestes poden percebre les vibracions pel sentit
del tacte —percepcio tactil— o pel sentit de 1’oida —percepcid auditiva— i en aquest cas es parla
de so.

No només ¢€s el dissenyador mecanic en les seves més variades activitats —industrial, naval,
aeronautica, etc.— qui ha de prendre consciéncia que les vibracions cauen de ple en el seu
ambit. El técnic de manteniment no pot ignorar que les vibracions s6n al mateix temps una
pertorbacid a corregir i un simptoma de 1’estat de les seves maquines i instal-lacions. El
responsable de seguretat 1 higiene en el treball i els responsables de medi ambient de les
administracions han de tenir en compte que les vibracions, tant en la seva manifestacio tactil
com auditiva, son una causa important de contaminacidé ambiental que afecta el rendiment, la
salut i el benestar.

1.1 Definicions

De manera general, un senyal és qualsevol fet, objecte o caracteristica, de fet qualsevol cosa,
que conté¢ informacid detectable 1, per tant, utilitzable per posar-la de manifest,
emmagatzemar-la i transmetre-la, si escau. Les pertorbacions que es superposen a un senyal
util s’anomenen soroll.

En I’estudi dels fenomens fisics, s’entén per senyal analogic una magnitud fisica, en general

eléctrica, que varia o no amb el temps 1 que representa una altra magnitud, per exemple de



I’acceleracido d’un punt d’un solid. En general, es busca la proporcionalitat directa entre
ambdues magnituds. Un senyal analogic es representa i s’analitza matematicament com una
funcié continua, la magnitud representada, d’una variable continua, el temps. Es usual donar
directament el nom de senyal a la funci6 que descriu la variacié temporal de la magnitud
fisica.

La representacio grafica, en funcidé del temps, d’un senyal s’anomena forma d’ona del

senyal.

Un senyal digital conté informacié de la variable fisica que representa quantificada en
nivells 1 per a certs instants de temps, en principi a intervals regulars A¢, periode de
mostratge; el nombre de mostres per segon ¢és la freqiencia de mostratge, f,,,. Aixi doncs,
un senyal digital és una llista o seqiiéncia de valors numeérics discrets, representables amb
enters, capa¢ de ser emmagatzemada i tractada en un ordinador o qualsevol altre artefacte
digital adequat. El nombre de valors discrets utilitzats s’anomena resolucio i usualment es

mesura en nombre de bits (nombre de valors discrets = 2nombre de bits)

A la figura 1.2, es pot observar la representacid grafica, la forma d’ona, d’un senyal que
correspon a la vibraci6 vertical produida en el terra per una voladura.
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Figura 1.2. Acceleraci6 vertical de vibracid produida per una voladura.

1.2 Classificacio de les vibracions

Les vibracions es poden classificar de maneres diverses atenent a diferents conceptes,

propietats, necessitats... A la taula 1.1, es presenta una classificacié en funci6é de la font



d’energia que les genera, en funci6 del comportament del sistema vibratori 1 segons la llei

que descriu el moviment del sistema.

Segons la font d’energia
| T T |
Lliure Forgada Autoexcitada Parameétrica

Segons el comportament del sistema
[ ]
Lineal No lineal

Segons la llei temporal que descriu el moviment
l I

Determinista Aleatoria
| | | |
Periodica No periodica Estacionaria No estacionaria
| | | | | |
Sinusoidal Complexa Quasi-peridodica Transitoria  Ergodica No ergodica

Taula 1.1. Classificacio de les vibracions.

1.2.1 Segons lafont d’energia

Tot sistema mecanic en repds necessita una certa quantitat d’energia per posar-se en
moviment i quan estd en moviment, si no es desitja que es pari, li cal un subministrament
d’energia que restitueixi I’energia perduda a causa de les resisténcies passives. Sota el punt

de vista d’aquesta energia subministrada al sistema, les vibracions es poden classificar en:

Vibracié lliure. Quan un sistema oscil‘la sense la intervencié de motors o actuadors es diu
que la seva vibraci6 ¢és lliure. L’oscil-lacio del sistema s’inicia perque se li introdueix
energia, ja sigui apartant-lo de la posicié d’equilibri, donant-li una velocitat o de les dues
maneres simultaniament (donant-li unes condicions inicials) i s’extingeix a causa de la
dissipaci6é de I’energia. Sovint sén produides per percussions: campanes, cordes de piano,
cops de porta, premses; per separacid de la posicido d’equilibri: cordes de guitarra; per

voladures, etc.

Vibraci6 forcada o excitada. Quan un sistema oscil‘la a causa de la intervencié de motors o
actuadors es diu que la seva vibracio és forcada o excitada. En aquests casos, els motors o

actuadors actuen com font que subministra 1’energia a un ritme establert externament,



independent del sistema i que per tant li defineix el ritme del moviment, per exemple la
freqiiéncia si és harmonic. En sén exemples la vibracid: d’un motor, d’un altaveu, d’una

caixa de canvis, d’un rentaplats, etc.

Vibracio autoexcitada. En aquest tipus de vibracio 1’energia introduida al sistema no té un
ritme preestablert per un motor o actuador sin6 que s’hi introdueix al ritme marcat per les
oscil-lacions del propi sistema, que depén de les seves caracteristiques. Aixo fa que siguin
dificils d’estudiar 1 d’eliminar si son indesitjables. En sén exemples: el xisclar de les rodes,
els frens i les frontisses; les flames en les cambres de combustid i calderes; el soroll de les
canonades d’aigua; el so dels instruments classics de vent i corda que no son de percussio;

I’arrossegar d’una cadira, etc.

Vibracio parametrica. En aquest cas la introduccié d’energia esta associada a la variacid
periodica d’algun parametre del sistema. Son exemples d’aquesta variacio: la rigidesa a
flexi6 en el pla vertical d’un eix horitzontal a causa de la seccid no circular de 1’eix, per
exemple per la preséncia de la ranura d’un xaveter; la rigidesa d’una transmissié per bieles

com les emprades en alguns robots; la inércia dels gronxadors, etc.

1.2.2 Segons el comportament del sistema

El comportament dels sistemes mecanics queda descrit per les equacions de moviment,
equacions diferencials de segon ordre. Segons siguin aquestes equacions diferencials es

classifiquen les vibracions en:

Vibracio de sistemes lineals. Les seves equacions de moviment son equacions diferencials
lineals que poden ser de coeficients constants o no. Usualment, s’estudien les de coeficients
constants que tenen solucié analitica 1 aproximen sovint prou bé la realitat. Un cas particular
¢s el dels sistemes lineals amb parametres periodics, que donen lloc a les vibracions

parametriques.

Vibraciéo de sistemes no lineals. Les seves equacions de moviment sén equacions
diferencials no lineals.

1.2.3 Segons la llei temporal que descriu el moviment
Vibracio determinista. Es pot descriure mitjangant una funcié matematica explicita i per

tant es té el seu valor en un instant qualsevol. Poden ser periodiques, si es repeteixen al cap

d’un cert temps, com les harmoniques, figura 1.3, o les periodiques complexes, figura 1.4, o



no periodiques si no es repeteixen, com les quasi-periodiques, figura 1.5, o les transitories,
figura 1.6. Les vibracions periodiques complexes son la suma de vibracions harmoniques de
freqiiéncies amb relacid racional i les quasi-periodiques provenen de la suma de vibracions

harmoniques de freqiiéncies amb relacid no racional.
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Figura 1.3. Vibracié harmonica. Figura 1.4. Vibraci6 periodica.
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Figura 1.5. Vibraci6 quasi-periodica. Figura 1.6. Vibraci6 transitoria.

Vibracio aleatoria (figura 1.7). Si les magnituds fisiques es descriuen mitjangant les seves
propietats estadistiques aleshores la vibracid s’anomena aleatoria. Si aquestes propietats
estadistiques son independents de 1’instant de mesura es diu que la vibracid aleatoria és
estacionaria i si no s’anomena NO estacionaria. Si les propietats estadistiques d’una
vibracié estacionaria associada a un fenomen mesurades al llarg del temps i les propietats
estadistiques mesurades en un instant concret sobre un conjunt de mesures del mateix

fenomen coincideixen, aleshores la vibracio estacionaria és ergodica i si no s’anomena no

ergodica.
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Figura 1.7. Vibraci6 aleatoria.
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1.3 Descripcio dels senyals en el domini temporal

La descripci6 d’una vibracid6 mitjangant la historia temporal de les seves magnituds
s’anomena descripci6 en el domini temporal. Mitjangant 1’analisi freqiiencial s’obté la

descripci6 de la vibracio en funcié de la freqiliencia o descripcid en el domini freqiiencial.
1.3.1 Nivells d’amplitud

Per quantificar, mitjan¢ant un valor tunic, el nivell de vibracié —desplacament, velocitat,
acceleracio— o de magnituds associades a aquesta —forga, pressio...— a partir de la seva
evolucid en el temps (figura 1.8 1 figura 1.9), es defineixen els segilients valors o nivells
globals determinats a partir d’un interval de temps 7 d’observacié de la vibracidé que

tedricament en alguns casos hauria de ser infinit.

Amplitud. Valor maxim d’una vibracié harmonica.

Valor de pic positiu. Valor positiu més gran de la vibracio durant 1’interval de temps 7.
Valor de pic negatiu. Valor negatiu més gran de la vibracié durant I’interval de temps 7.
Valor de pic (o pic maxim). Valor més gran, positiu o negatiu, de la vibracié durant
I’interval temps 7.

Valor de pic a pic. Suma dels valors de pic positiu i de pic negatiu.

Valor de mitjana rectificada. Mitjana, durant I’interval de temps 7, dels successius valors

de la vibracio presos tots positius. Es calcula mitjangant 1’expressio:
1 (T
Xy = ?jo |x(2)|de (1)

Valor efica¢ o valor RMS. Es I’arrel quadrada de la mitjana, durant I’interval de temps 7,
dels quadrats dels successius valors de la vibracid. Aquesta mitjana s’anomena valor
quadratic mitja de la vibraci6 i, per tant, el valor eficag es defineix també com I’arrel

quadrada del valor quadratic mitja.

RMS = /% jOT ¥ (1) de 2)

Els diferents valors de pic només indiquen valors maxims assolits sense tenir en compte la
historia temporal de la vibracio. Els valors amitjanats —mitjana rectificada i valor eficag— son
valors globals en la determinaci6 dels quals intervé tota la historia temporal. En el cas d’una

vibracié sinusoidal, descrita com x(f) =x, cos (2m f7), el nivell efica¢ o valor RMS e¢s
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XRMS = Xp / V2 . Per a una vibracié arbitraria, es defineix el factor de pic com la relacio
entre el valor de pic i el valor eficag.

Sovint, més que el valor efica¢ calculat en un interval temporal molt gran (tedricament
infinit), proporciona una millor informacié del senyal determinar, en cada instant, una
aproximaci6 del valor efica¢ obtinguda només amb la informaci6 precedent. Aixo dona lloc a
una funci6 del temps que és el valor eficag mobil. Es pot calcular amb un interval de llargada
constant de la informaci6 precedent donant el mateix pes a tota la informacid, expressio 3, o
utilitzant tota la historia precedent, perd donant més pes a la informacidé més recent,
expressio 4. Aixo dona lloc a la ponderaci6 exponencial caracteritzada per la seva constant

de temps T.

xRMS(t) = \/%LI_TXZ (t ') dr' (3)

(1)
1t =
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Figura 1.8. Valors de vibracio definits a partir de I’evolucid temporal. Vibracié harmonica.
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Figura 1.9. Valors de vibracio definits a partir de 1’evolucié temporal. Vibraci6 aleatoria.
Per a la representacio dels nivells de vibracio és usual emprar escales lineals i logaritmiques

(figura 1.10). Amb I’Gs d’una escala logaritmica es poden representar a la mateixa escala i

amb la mateixa precisio relativa, valors molt grans i molt petits.

12



Aixi, per exemple, el pas d’un nivell 0,01 a un nivell 0,02 queda representat pel mateix
increment que el pas d’un nivell 100 a un nivell 200. Aixo és de gran interes ja que les
vibracions, en general, es valoren pel seu nivell relatiu més que pel seu nivell absolut.
Segurament, sera simptoma d’alarma que una maquina passi a produir una vibracid de nivell

doble de I’usual, independentment del nivell absolut d’aquest nivell usual.

1000 11000 —— 60
| H 316 H 50
| H 100 H 40
500 H < 31,6 < 30
1 - 10 - 20
I — 3,16 - 10

100 H
0k -1 0
Lineal Logaritmica dBygf 1

Figura 1.10. Escales lineal, logaritmica i en decibels referits a la unitat.

L us d’escales logaritmiques es materialitza sovint emprant decibels (dB) per comparar
nivells de vibracio. El nombre de decibels que separen un nivell a; d’un altre nivell g es
calcula mitjancant 1’expressio:

N[dB]=201gL (%)
do

A I’exemple numeric citat ambdds increments corresponen a 6 dB:

0.92 20122 —6 dB

201g
0,01 100

Aixi doncs 1 dB equival a multiplicar per 1,1220 i —1 dB a multiplicar per 0,8913.

Un nivell de vibracié pot expressar-se com un cert nombre de dB si es pren un valor g de
referéncia. En I’exemple, si es pren com a valor de referéncia ay = 0,01, al nivell 0,02 i
corresponen 6 dB, al nivell 100 li corresponen 80 dB i al nivell 200 li corresponen 86 dB. Els
nivells de referéncia més emprats en 1’ambit de les vibracions sén 100 mm/s per a la

velocitat, 10-6 m/s2 per a I’acceleraci6 i 20-10-6 Pa per a la pressio aclstica.
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Si es sumen dues magnituds, el nombre de dB corresponent a la suma no ¢€s la suma de dB de
cadascuna d’elles com es pot comprovar continuant amb 1’exemple anterior; a 100 li
corresponen 80dB 1 a 200 =(100+100) li corresponen 86 dB, no 160 dB. Per sumar
magnituds expressades en dB primer cal passar-les a escala lineal, a continuaci6é sumar-les i

finalment expressar la suma en dB altra vegada, si escau.

Cal notar que tot i utilitzar el prefix deci en el nom de la unitat (Bel, que no s’utiliza), el
factor emprat en la seva definicio a I’expressio 3 és 1/20. Aquest fet prové de la utilitzacio
inicial de la unitat (Alexander Graham Bell) per relacionar poténcies amb un factor 1/10. Ara

bé, la poteéncia esta lligada al quadrat de les altres magnituds com per exemple:

e La potencia dissipada per un amortidor de comportament lineal de constant ¢ ¢és

2

Py =cv”essent v la velocitat de separacio dels seus extrems.

e La potencia dissipada per una resistencia electrica R és Py = (1/ R )U 2=R%essent U

la tensid entre els seus extrems 1 / la intensitat de corrent que hi circula.

De manera que, com es posa de manifest utilitzant el primer exemple de poténcia, amb un
factor 1/10 per a la poténcia 1 un factor 1/20 per a la velocitat, corresponen el mateix nombre

de decibels tant a la relacio de poténcies com a la relacio de velocitats.

2

N[dB]:lOlgﬁzlolgﬂzzolgv—l (6)
Ry cvg o

1.3.2 Poteéencia. Energia
Independentment de la magnitud fisica representada per un senyal x(f) —desplacament,
velocitat, acceleracid, forga, pressio, etc.— s’associa al quadrat del senyal el significat de
poténcia del senyal i a la integral temporal de —o a +oo del quadrat, el significat d’energia del
senyal.

Poténcia[x(1)] = x* (1)

Energia[x(1)] = fz X2(0)dt

L’energia en un interval de temps 7 d’observacio i la poténcia mitjana en aquest interval son:

14



Energia [x(t)] = I OT x? (¥)

Polx(0)]= % jg 2 (@) de

Es facil veure que la poténcia mitjana en el interval de temps T és el quadrat del valor eficag

calculat en aquest interval de temps.

. . +00 o . o
Els senyals d’energia finita, I X2 (t)dt <00, s’anomenen transitoris d’energia finita i poden
—00
representar magnituds fisiques que s’anul-len passat un cert temps o que tendeixen
asimptoticament a zero, com pot ser el cas d’un cop 1 la resposta d’un sistema lineal 1 estable

a aquest cop.

La poténcia 1 I’energia aixi definides no corresponen directament a la poténcia i I’energia

fisiques pero s’hi relacionen facilment, només cal recordar els exemples de 1’apartat anterior.

Sovint, cal estudiar la superposici6 de vibracions causades per diverses fonts de vibracio, per
exemple estudiar la contribucid de la vibracid generada per una maquina en la vibracid total
d’un punt d’un taller. La superposicié des del punt de vista energetic és additiva —la poténcia
associada a la vibracio total és la suma de poténcies associades a la vibracio causada per cada
font— sempre 1 quan el comportament de cada font no es vegi afectat per la preséncia de les
altres 1 la vibracié que generen siguin descorrelades. Una font no es veu afectada per la
presencia d’altres si la poténcia, o qualsevol magnitud relacionada, que subministra no esta
condicionada per 1’estat vibratori del sistema. Dues vibracions x(¢) 1 y(¢) estan descorrelades

si

1T
lim —| x(®)y(@®)dt=0
lim — [ x(0)y()
1 per tant, anomenant P, a la poténcia mitjana:

Pul3(0)+ (0] = lim % Jo (x©+5()) dr = lim % f, (P@+ 2@+ 230y(0))de = o
. 1T . 1T
= lim — jo X2 (¢)dt + Tlgrio? jo Y20 dt = Py [x(0)]+ By [y(0)]

T—ow
Sén descorrelades les vibracions harmoniques de freqiiencies diferents i moltes vibracions

aleatories procedents de fonts independents, per exemple les vibracions produides en un

mateix punt per dos trens d’una linia que es creuen.
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Si les hipotesis per tal que la superposicio sigui additiva sén acceptables, es pot calcular
facilment el valor efica¢ de la vibracid total a partir del valor efica¢ de les vibracions
causades per cadascuna de les fonts ja que com que la poteéncia mitjana P, és el quadrat del

valor eficag, I’expressio 7 posa de manifest que:
2 2 2
(x+y )RMS = XRMS T VRMS

Aquest resultat es pot fer extensiu a la suma de senyals independents i descorrelats; aixi per

exemple el valor eficag de x() = xp; cos (27 fi £+ ¢y ) + x5 €08 (27 f £ +¢3) €8, sif] # /o,

1/2

s = (s T (e T ) (8 2)2)

Sif] = f, el valor eficag depén dels angles de fase:
1/2
2 2
XRMS = ((xpl +Xpp +2Xp1 X2 cos((pz - ¢ ))/2)

1.3.3 Analisi estadistica. Densitat de probabilitat. Autocorrelacio. Correlacio
encreuada

Els nivells de vibracidé definits en els apartats anteriors permeten quantificar la vibracio
mitjancant un valor Unic i la informacid que retenen de la historia temporal pot ser suficient
per a diversos proposits. Per exemple: per valorar I’efecte de la introduccié d’un aillament en
una maquina pot ser suficient comparar el nivell eficag de la vibracid transmesa a terra abans
1 després d’introduir I’aillament; per caracteritzar les vibracions en 1’estudi del seu efecte en

les estructures es fa servir el valor de pic de la velocitat de vibraci6.

Quan sén necessaris uns coneixements més profunds de la vibracido o una descripcié més
detallada de la seva evolucio temporal es recorre a diferents procediments d’analisi basats en

conceptes estadistics.

En diversos casos —per exemple en I’estudi de fatiga, en la simulaci6 de 1’excitacio de la
suspensid de vehicles— és d’interes tenir una descripcid estadistica de la vibracid, en la que

quedi reflectida de manera percentual el temps que aquesta vibracid ha tingut un cert valor.

L’obtencid d’aquesta descripcid es realitza mitjangant la funcié anomenada densitat de
probabilitat p(x), la definici6 de la qual és: probabilitat que un valor instantani x de la

vibraci6 quedi dins d’un cert interval Ax dividida per la mida de ’interval, és a dir:
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p(x)= lim lim l[ij (8)

Ax—0T—0 T\ Ax

on T, és el temps total que x es troba dins de l’interval (x, x + Ax) durant el temps
d’observacid6 T.

La funcié densitat de probabilitat p(x) és sempre una funcié real i no negativa.

A la figura 1.11 es representa I’esquema conceptual per a 1’obtencidé de la densitat de
probabilitat. La vibracidé passa per un conjunt de blocs en paral-lel —detectors de nivell-
cadascun dels quals acciona un cronometre acumulador durant el temps que el valor de la
vibraci6 esta compres entre els seus nivells de comparacio, x; 1 x; + Ax. El temps #; mesurat
amb cada cronometre acumulador, es divideix pel temps d’observacid 7 i per I’interval Ax
entre els nivells de comparacid, amb la qual cosa s’obté la densitat de probabilitat p(x). A
partir dels valors p(x) s’obté el grafic de densitat de probabilitat de la vibracio.

N b

X +AX[_____ T T AX
= N [TAX P(x)
/VV\/\[\/\/W Xl Xn
Senyal B X +AX
|| AN
1 t \:l/ TAX
Cronometre

Detector de nivell  acumulador

Figura 1.11. Esquema conceptual de I’obtenci6 de la densitat de probabilitat d’una vibracio.

A la figura 1.12 es mostra la densitat de probabilitat d’una vibraci6 aleatoria i d’una vibracid
harmonica. Es interessant comparar la forma de les dues grafiques de densitat de probabilitat,

en particular pel que fa al comportament en els extrems.

Malgrat que la densitat de probabilitat és una descripcié molt util de la vibracid i proporciona
bona informaci6 de com estan distribuits, en mitjana, els valors instantanis de vibracié, déna
poca informacio de la historia temporal o del contingut freqiiencial de la vibracid. Per pal-liar
aquesta manca d’informacié i obtenir una millor descripcié s’introdueix la funcid
autocorrelacié R (t). Aquesta funci6é descriu, en mitjana, la dependéncia dels valors de la

vibracio en un cert instant respecte als valors en un altre instant i ve definida per I’expressio:

17



Ry(5)= lim % IOTx(t)x(t+r)dt )

A la practica, els limits d’integracié estan condicionats pel temps d’observacio.

mm/s
8 8
A A
| R P 4
gAML TN Ve 2 .
L LD =
i WU |
_8 _8
S
0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 & = ©
mm/s
72 N /2 N A W A W A — 8
all -\ [\ [\ [\ [\ 4
| \\ | \\ | \\ | \\ | \\ _
>
O] \ \ \ — & 0
4 \ ] \ ] \ \ ] \ ] 4
\ / \ / \ / \ / \ /
-8 \/ \/ \/ \/ \/ s V4 -8
S
0 0,1 0,2 0,3 0,4 05 2N 2 °

Figura 1.12. Densitat de probabilitat d’una vibracié aleatoria i d’una vibracié harmonica.

La funci6 d’autocorrelacid R,(t) és sempre una funci6 parella real, amb un maxim a t=0,
pot ser positiva o negativa, i el seu valor en I’origen coincideix amb el valor quadratic mitja,
com es pot veure simplement substituint T =0 a 1’expressio 9, i coincideix per tant amb el

quadrat del valor eficag.

Per a un cert decalatge t;, el valor R; de la funcio d’autocorrelaci6 R,(t) és tant més gran com
més gran sigui la semblanga entre la vibracid x(¢) 1 ella mateixa decalada un temps 7;
—x(¢+t;). Per aixo, el valor maxim de la funci6 d’autocorrelacié s’obté per a Tt=0 que

correspon a comparar la vibracié amb si mateixa.

Si la vibraci6 és periodica la funcié d’autocorrelacié també ho és i amb el mateix periode, ja

que en decalar la vibracié un periode coincideix amb ella mateixa.

Com que la funci6 d’autocorrelacié valora la semblanca d’una vibraci®é amb si mateixa
decalada, permet detectar periodicitats d’una vibracié que dificilment poden deduir-se de
I’observacio directa de la historia temporal. Aquesta propietat la fa el punt de partida per a

’analisi del contingut freqiiencial de les vibracions aleatories.
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Figura 1.13. Esquema conceptual de 1’obtencié de la funcio d’autocorrelacio.

A la figura 1.13 es representa un esquema conceptual per a 1’obtenciéo de la funcio
d’autocorrelaciéo d’una vibracio. La vibracido passa per un conjunt de blocs en paral-lel
—retardadors 1 multiplicadors—, en cadascun dels quals es realitza continuament el producte
del valor de la vibracié en un instant ¢ pel valor de la vibracié en un instant 7+ 1;. Els
resultats d’aquestes multiplicacions s’amitjanen durant el temps d’observacid, amb la qual
cosa s’obté ’autocorrelaci6 R; per a cada valor de retard t;. A partir dels valors R; s’obté la

funcid d’autocorrelacio.

La figura 1.14 mostra la funcié d’autocorrelacié d’una vibracié aleatoria on s’observen les
propietats citades d’aquesta funcid i també com s’atenua en augmentar el retard, la qual cosa

posa de manifest el seu caracter aleatori.
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Figura 1.14. Funci6 d’autocorrelacioé d’una vibracié aleatoria.
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La funcié de correlacio encreuada Ry,(t) entre dos senyals x(¢) 1 y(#) descriu, en mitjana, la
dependencia dels valors d’un senyal en un cert instant i els valors de 1’altre senyal en un altre

instant 1 ve definida per I’expressio:
R..(7)= lim lex(z) (t+7)de (10)
xy T—w T 70 7

A la practica, els limits d’integraci6 estan condicionats pel temps d’observacio.

La determinacié de la funci6 de correlacié encreuada t€ moltes aplicacions, entre les quals es
troben la mesura del temps de retard entre I’entrada x(¢) 1 la sortida y(¢) d’un sistema, la
determinacié de camins de transmissio 1 la deteccid 1 extraccido de senyals deterministes
emmascarats per soroll. El retard es posa de manifest, sempre que la velocitat de propagacio
sigui sensiblement constant per a qualsevol pertorbacid, en forma d’un maxim a la funcié de
correlacid encreuada per a t igual al retard. Els camins de transmissid es poden identificar a
partir del retard que introdueixen a causa de la seva llargada. Una aplicacio concreta és la
determinacié d’anomalies —esquerdes, canvi de caracteristiques...— en 1’interior de peces o en
el terreny mitjangant les reflexions que produeixen ones que s’introdueixen des de la

superficie.
1.4 Moviment harmonic

El moviment harmonic és el moviment oscil-latori periodic més simple 1 és facil d’analitzar-
ne les caracteristiques. Qualsevol altre tipus de moviment periodic es pot tractar com una
superposicid de moviments harmonics, tal com es veura amb I’analisi de Fourier. Aquest

moviment, sigui lineal o angular, ve descrit per ’expressio 11 1 representat a la figura 15.
x(1) = x, cos(2n%+(p0j = x, €08 (271f 1+ @ ) = x,, cos (w1 + ¢ ) (11)

on x, ¢s ’amplitud de 'oscil-lacid, T és el periode, f és la freqiiencia,  ¢és la pulsacid o

p
freqiiencia angular 1 @) =2nf'#, és ’angle de fase inicial, amb #; el temps d’avang.
Evidentment el moviment es repeteix cada periode, és a dir cada 7' s. L’angle de fase inicial
depen de I’instant que es pren com origen de temps 1 si no és estrictament necessari, com per

exemple quan es comparen dos moviments, és usual prendre’l igual a 0.

La velocitat i1 I’acceleraci6 vénen donades per:

dx(®) _

x(t) = TRl —xp 27f sin(Zcht + (po) = xp27f cos(2nft + +§j (12)
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d’x(t) _

2 -X, (21tf)2 cos(2nf 1 +¢p) = x,, (21tf)2 cos(2nf 1+ g +7) (13)
t

x(t) =

Aquestes expressions posen de manifest que la velocitat 1 I’acceleracié també son funcions
harmoniques amb la mateixa freqiiéncia d’oscil-lacié que el desplagament, perd d’amplituds
multiplicades, respecte a aquest, per 27nf 1 (27r f )2 respectivament 1 de fases incrementades,
també respecte al desplagament, m/2 1 m respectivament. Un increment de fase s’anomena
també avang de fase ja que sobre 1’argument de la funcié harmonica té el mateix efecte que
avangar el temps, (21f 1+ @ ) = (2nf (t+10) ) , és per aquesta rad que és diu que la velocitat i
I’acceleracio estan avancgades, respecte al desplacament, 7/2 1 & respectivament. En resum, al
derivar una funci6 harmonica queda multiplicada per 2mnf 1 avangada en fase m/2.
L’acceleraci6 resulta ser proporcional al desplagament pero de sentit contrari.
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Figura 1.15. Funcié harmonica: Amplitud, periode i temps d’avang.
1.4.1 Representacio vectorial. Fasors

El moviment harmonic es pot representar com la projecci6 sobre una linia recta d’un vector
OP de modul x;, que gira amb velocitat angular constant o= 2nf . La projeccié sobre 1’eix
vertical dona  y(f) =x, sin(an t+ (po) 1 la projeccid6 sobre [I’eix horitzontal

x(1) = x, cos(Zch t+ (po) (figura 1.16). La velocitat angular es pren en sentit antihorari.

D’acord amb els resultats de 1’apartat anterior relatius a la derivacid, la derivada d’una funcio
harmonica es pot representar també per un vector que gira a ®=2nf, si bé de modul
multiplicat per 2nf 1 girat 90° en sentit antihorari respecte al vector representatiu de la

funci6 original.
El vector giratori en I’instant inicial conté la informacié d’amplitud 1 de fase inicial 1 si la

freqliencia és coneguda com en el cas dels circuits de corrent altern —50 Hz o 60 Hz— descriu

totalment la funci6 sinusoidal. Aquest vector o la seva representacié complexa, que es veura
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en I’apartat segiient s’anomena fasor. A vegades, per extensid, també s’anomena fasor al

vector giratori generic.

x

<
>
<

—

Figura 1.16. Representacio vectorial del moviment harmonic.
1.4.2 Representacié complexa. Notacio exponencial

Qualsevol vector OP en un pla xy es pot representar com un nombre complex z=a + j b, on
j= J=1 és la unitat imaginaria i a i b sén els components del vector, o la part real i la part
imaginaria del nombre complex. Per fer-ho evident només cal observar la figura 16 i pensar
que el vector OP és el nombre complex z, I’eix x és 1’eix real i I’eix y és 1’eix imaginari. En
enginyeria no es sol utilitzar la i com a unitat imaginaria; en particular en electrotécnia ja que

aqui, normalment, s’usa i per representar la intensitat de corrent variable.

El modul 1 ’argument del nombre complex, que corresponen al modul del vector i a I’angle

d’orientaci6 que forma aquest amb el semieix x positiu, son respectivament:

12

=X

()

arg(zp) =@ =arctan (b/a)

A partir d’aquests valors, el nombre complex z es pot expressar com Z = x;, COS@+ jX, SinQ,
i si s’empra la igualtat d’Euler, e? = cos ¢+ jsin¢, aleshores es té 2 = x, el®. Aixi doncs, un
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vector en el pla 1 el nombre complex que el representa es poden escriure amb notacid
exponencial en forma de producte d’un escalar, que indica el modul, per una funci6
exponencial I’argument de la qual indica I’angle d’orientacié del vector o I’argument del

nombre complex.

En resum doncs, una funci6é harmonica, que en 1’apartat anterior es mostra representada amb
un vector giratori, ara es posa de manifest que es pot representar també mitjancant un
nombre complex, d’argument variable ¢ = 2nf ¢+ @, 1 que per referir-s’hi es pot fer us de la
notacié exponencial. D’aquest nombre complex se’n pren usualment la part real, tot 1 que

també es podria utilitzar la part imaginaria:

x(f) = Re[xpej(znf"*(p(’)} =X, cos(ant + (Po)

j(2nff+(P0)j| = xp 8in (27f 7 + g

y(t) = Im[xpe

La representacié complexa i la notacid exponencial de les funcions harmoniques és una eina
extraordinariament util ja que permet disposar de totes les eines matematiques associades per

manipular-les i operar amb elles.

La notaci6é exponencial es pot rescriure separant els termes constants i1 el terme funcio del
temps. El terme constant X és el representatiu del fasor associat a la funcié harmonica, que
com es pot veure conté la informacié de I’amplitud i1 de I’angle de fase inicial, 1 el terme

funci6 del temps conté tinicament la informaci6 de la freqiiencia.
x(t) = Re[xpej(znffﬂl)o)} _ Re[xpejq’o .ejant} _ Re[X -ejznft}

Per derivar una funcié harmonica expressada en notacié exponencial només cal recordar que

la derivada d’una funci6 exponencial és ella mateixa multiplicada per la derivada de

m/2)

per 2nf iavancar la fase 90°.

I’exponent. Com que j= ej( , derivar equival, tal com ja s’ha vist, a multiplicar I’amplitud

X(t) = Re[xp (2nf) je ¥ ’*(Po)} _ Re[xp (2n7)l(™2) 12 t+q>0)} _

—Re [xp (2TCf ) ej(27tft+(p0+ﬂt/2):|
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1.4.3 Suma de funcions harmoniques

Sovint cal analitzar la suma de funcions harmoniques, per exemple en I’estudi de la vibracid
ocasionada conjuntament per dos motors electrics que giren a velocitats angulars diferents.
Hi ha dos casos que presenten un interés especial: funcions amb relacidé de freqiiencies
racional 1 funcions de freqiiéncies properes. Només en el primer cas la suma ¢€s periodica i

només si son de la mateixa freqliencia la suma €s tamb¢ harmonica.

Per sumar funcions harmoniques es pot procedir aplicant directament les relacions
trigonometriques, com es fa més endavant en aquest apartat a I’expressio 16, si bé sovint és
més clar 1 entenedor recolzar-se en la geometria de la suma dels vectors giratoris
representatius d’aquestes funcions. A la figura 1.17 es mostra la suma dels dos vectors

giratoris representatius de les funcions:

Xl(t) = xpl cos(2nf1 t+(P01)

Xz(t) = xp2 COS(2TCf2 t+(P02)

y
Xpp SIN((2ntf t+Qpp)-(2ntfy t+py))
S
2nfo t+ 9oy
y e
0 | 2rf; t+og;
X

Figura 1.17. Suma de vectors giratoris.

Resolent el triangle definit pels dos vectors giratoris s’obté el modul s 1 I’angle d’orientacio 6
de la suma. Com es pot veure, en general, ni el modul €s constant ni I’angle uniformement

creixent amb el temps; per tant, no €s representativa de cap funcié harmonica.

s = \/xplz +Xp22 + 2xp1xp2 COS((2TEf21 + Q2 ) —(27Ifll + Qo1 ))

0 =(27fit+ g1 )+ = (14)

.sz sin((2nf2t +([)02 ) —(Zﬂﬁt + DPo1 ))
xpl + xp2 COS((ZTEfzt + O ) —(27'Cf1t + (p01)>

= (2nfit + @y ) +arctan
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Si les frequiencies son iguals, en els angles de la figura 1.17 es pot prescindir dels termes
temporals ja els dos vectors que es sumen giren a la mateixa velocitat angular 1 per tant
defineixen un triangle que no es deforma. Aixd fa que la suma sigui un vector de modul
constant que gira tamb¢ a la mateixa velocitat angular i per tant €s representatiu d’una funcio
harmonica de la mateixa freqiiéncia que les funcions de partida. En definitiva doncs, la suma
de funcions harmoniques de la mateixa freqiiencia €s una funcié de la mateixa freqiiéncia i
per fer aquesta suma només cal fer atencid als fasors corresponents. En aquest cas el fasor,

I’amplitud 1 I’angle de fase inicial, de la suma és:

2 2
_xp = \/xpl +xp2 +2xp1xp2 COS((P02 _(P01)
Xp2 8in (g2 —@o;) )
Xpl +Xp2 cos (g2 — P )

0 =@y +y =@ +arctan

Si la relacio entre frequencies és racional la vibraci6 resultant és periodica. Siguin dues
funcions periodiques —les funcions harmoniques en son un cas— de freqiiéncies f] 1/, tals que
f1/f> =m/d essent m i d enters; els seus periodes verifiquen 7,/7, =d/m i aix0 fa que
després d’un temps 7 =1y m =T, d hagin passat un nombre enter de periodes de cada funcio
1 per tant tot es repeteix exactament igual. En definitiva doncs, la suma és periodica de
periode T si m 1 d son primers entre ells; si tenen divisors comuns el periode ¢és el minim
comu multiple de 77 1 75, fet que es pot estendre a més de dues funcions periodiques. Més
endavant s’estudia el procés contrari: trobar els components harmonics d’una funcid

periodica.

Si les dues frequencies son properes es produeix el fenomen anomenat batement, que
consisteix en una variaci6 periodica de I’amplitud de la vibracio resultant. Siguin dues
funcions sinusoidals x; (¢) = x,; cos(2mf11) 1 x;(¢)=xpy cos(27f2); una expressio de la
seva suma es pot trobar utilitzant les relacions trigonomeétriques de la seglient manera,

prenent Af = f, — f; (també es pot fer particularitzant les expressions 14).

x(t) =X (t) + X (t) = Xp| cos(2nf1t) +Xp2 cos(2nf2t) =
= X1 €08 (2711 ) + x5 ((cos (2nfit ) cos (2mAf £) —sin (2nfit ) sin (2mAf 1)) =
= (xpl +Xp2 cos(2nAft))c0s(2nf1t) +(xp2 sin(2nAft))sin(2nf1t) = (16)

= \/(pr +Xp) cos(2nAft))2 +(xp2 sin(27cf1t))2 cos(2nfit+y) =

= \/xp12 + xp22 + 21X COS(2MAf ) cos (2nfit +y)  amb
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Xp2 sin (2nAf 1)
Xp1 +Xp2 cos(2mAf t)

y = arctan

En I'expressio 16, s’observa que el primer factor varia entre xpj +xp 1 ‘xpl —xpz‘ a una
freqiiencia Af' 1 que el segon factor és aproximadament una funcidé harmonica de fase
lentament variable si Af és petit, en front de f}. En resum doncs, x(f) és una funcio

aproximadament harmonica d’amplitud variable de forma periodica.

Si les dues amplituds x,,; 1 xp son iguals, substituint a les expressions anteriors o refent la

demostracid, s’obté I’expressio segiient:
27A
2xp1 cos(—ftj co
2

S’observa en aquest cas que el primer factor varia entre 0 1 2x,; 1 que el segon factor és

x(t)z

S(2nf1 -;27Tf2 t}

estrictament harmonic de freqiiencia la semisuma de les freqiiéncies de partida. A la figura
1.18 es pot veure la forma d’ona de dos batements ocasionats per la suma de dues funcions
harmoniques, una de freqiiéncia 50 Hz i I’altra de 47 Hz; en el primer cas I’amplitud de les
dues ¢és la mateixa —4 unitats— i en el segon les amplituds son de 5 unitats i de 3 unitats
respectivament. S’observa en els dos casos que la freqiiencia dels batements és de 3 Hz. Cal
notar pero que la suma no ¢€s periodica de freqiiéncia 3 Hz (es pot veure si es miren en detall
les formes d’ona de la figura); en aquest cas, la relacio de freqliéncies és racional —50/47— i
aplicant el que s’ha vist anteriorment s’arriba a la conclusié que la freqiiencia de la suma és
d’1 Hz.

En tenir x{(?) 1y xp(¢) freqliéncies lleugerament diferents, la seva suma es pot imaginar com
la de dues funcions de la mateixa freqiiéncia perd amb la seva fase relativa que varia
lentament amb el temps; aix0 fa que les amplituds passin de sumar-se a restar-se, seguint

I’expressio 15, 1 per tant varii regularment I’amplitud de la suma.

Dues situacions tipiques on es presenten els batements son: 1) en el funcionament simultani
de dos motors d’inducci6 asincrons que a causa de la diferent carrega giren a velocitats
lleugerament diferents i per tant generen vibracions també de freqiiéncies lleugerament
diferents; ii) en I’afinacié d’un instrument musical, la freqliencia de la nota que aquest emet
s’ajusta a una de referéncia, emesa per un altre instrument o per un diapaso, fent que els

batements entre ambdues s’anul-lin i per tant les dues freqiiéncies coincideixin.
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Figura 1.18. Batements de dues funcions harmoniques de la mateixa amplitud i d’amplituds diferents.
1.4.4 Composicié de funcions harmoniques en eixos ortogonals

En ocasions, cal representar el grafic que relaciona dues magnituds que evolucionen al llarg
del temps. Aixi per exemple, quan s’assaja el comportament d’un element elastic es sol
representar el grafic de la forca que fa en funcid del que es deforma. Des del punt de vista de
I’analisi de I’element elastic com sistema dinamic es pot considerar, per exemple, que es
representa la relacié entre 1’entrada del sistema —la deformacio— i la sortida d’aquest —la
forca. Es usual que la magnitud d’entrada x(f) varii sinusoidalment i si el sistema que
s’estudia és de comportament lineal la magnitud de sortida y(¢) tamb¢ ho fa; en aquest cas, la
relaci6é entre les dues magnituds queda representada pel grafic de la funcidé paramétrica

definida per les funcions:

x(t) = x, cos(2nf1)
y(t)=ypcos(2nf1+0)

(Es pren I’angle de fase inicial de 1’entrada nul per simplificar les expressions pero no és cap

limitacio ja que només representa elegir convenientment I’instant = 0.)

Aquest grafic, tal com es mostra a la figura 1.19, és una el-lipse amb una inclinacio o dels

eixos i de semieixos de longituds @ i b donats per les expressions:
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Es interessant analitzar dos casos particulars: @=0° i ¢=90°. Si @=0° la ellipse es
converteix en una recta d’inclinacio y,/x,,. Si ¢ =90° la inclinaci6 dels eixos ¢s nul-la, i si a

mes x, =y, 1 'escala dels eixos x 1y és la mateixa, la corba ¢s una circumferéncia.

Si x(?) 1 y(¢) tenen freqiliéncies lleugerament diferents la seva composicid es pot imaginar com
la de dues funcions de la mateixa freqiiéncia perd amb la seva fase relativa ¢ que varia
lentament amb el temps, de la mateixa manera que es pot fer per analitzar conceptualment els
batements; aixo fa que la grafica vagi passant successivament per les configuracions: recta,
el-lipse d’eixos inclinats, el-lipse d’eixos paral-lels als eixos x i y, el-lipse d’eixos inclinats en

sentit contrari i recta de pendent contraria; a partir d’aqui passa per les mateixes

b=(x

=%
2 2 2.2 : 12
Xp €OS (a)+yp sin” (o) + 2x,7p cos(oc)sm(oc)cos((p))
1/2
Fz, sin’ (oc)+y1[2, cos’ (oc)—2xpyp cos(oc)sin(oc)cos((p))/
y
b ° o

Figura 1.19. Composicié de dues funcions harmoniques.

configuracions pero en sentit contrari, tal com es pot veure a la figura 1.20.
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S’anomenen corbes de Lissajous als grafics de les funcions paramétriques definides per dues

funcions harmoniques de freqiliencies iguals, com en el cas estudiat fins ara, o diferents:

x(t) = x, cos(2mfi2)
y(t) = yp cos(2nfrt +¢)

L’aparenga d’aquestes corbes €s sensible a la relacio entre les freqiiencies f;/ f,. Tal com s’ha
vist per a f; =f, corresponen a figures senzilles: recta, circumfereéncia i el-lipse. Una altra
figura senzilla és la pardbola que s’obté quan f;/ /,=2 1 @=0° Altres relacions de
freqiiéncies donen lloc a corbes més complicades que només son tancades si fj/ f, €s
racional (per ser tancades cal que tot es repeteixi exactament igual a partir d’un cert instant,
tal com s’ha vist que ha de passar al sumar funcions harmoniques per tenir un resultat
periodic). L’aspecte visual d’aquestes corbes tancades sovint suggereix nusos
tridimensionals 1 €s agradable en particular si la relacio de freqiiéncies correspon a relacions

racionals senzilles (alguns logotips les usen), vegeu la figura 1.21.

a) b) ©)

Figura 1.21. Corbes de Lissajous: a) fi/ f=1/2, =90 b) fi/ /r=2/3, 9=90°% ¢) fi/ fr=3/4, p=90°.

Si la relaci6 de freqiiencies difereix lleugerament d’aquestes relacions racionals senzilles la
seva composicid es pot entendre, tal com s’ha vist anteriorment en el cas f; =f,, com la
composicié de dues funcions de freqiiencies que compleixen la relacié perd amb la fase ¢
variable lentament en el temps; aixo fa que la corba vagi canviant de forma i doni lloc a una
representacio suggestiva que s’utilitza a vegades com a recurs grafic en representacions

dinamiques, com per exemple en salvapantalles.

En I’ambit de les vibracions les corbes de Lissajous amb £/ f, # 1 tenen la seva utilitat en la

identificaci6 de senyals amb relacid de freqiiencies racional.
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1.5 Descripcio dels senyals en el domini frequencial

La deteccié de les periodicitats d’una vibracid i la seva descomposicié en components de
freqiiéncia unica —components harmonics— s’anomena analisi harmonica, freqiiencial o
espectral 1 és de maxim interes tant quan es desitja identificar les causes d’una vibracio i

valorar-ne els efectes com quan cal fer-ne un estudi analitic.

Molts fenomens que causen vibracions ho fan de manera que aquestes son periodiques —per
exemple els motors térmics alternatius en régim constant— o, fins 1 tot, simplement
harmoniques —per exemple el desequilibri dels motors eléctrics rotatius. Per aquesta rad, en

general, a partir de 1’analisi freqiiéncial es poden identificar les causes de vibracio.

Per altra part, el comportament dels sistemes —maquines, estructures, etc.— en front de les
vibracions ¢és lineal- a doble forca, doble moviment— amb suficient aproximacié en la gran
majoria de casos. En ser aplicable, a aquests sistemes, el principi de superposicio, és senzill
predir els efectes d’una vibracidé com superposicio dels efectes independents de cada una de
les seves components harmoniques 1 també és senzill estudiar una vibracid complexa

d’aquests sistemes com superposicié de vibracions de descripcid més senzilla.

Per als sistemes lineals, existeix una teoria completa que fa intervenir de manera fonamental
el contingut freqiiencial de les vibracions —forces 1 moviments— i €s la base solida en la que

recolzen tots els treballs de vibracions —tedrics o practics, analitics o experimentals.

El grafic o funcid que, per a cada freqiiéncia, indica el contingut de component harmonic de
la vibraci6 a aquesta freqiiéncia s’anomena espectre de la vibracid. Aquest contingut
harmonic pot estar distribuit de manera més o menys continua dins d’un rang de freqiiéncies
0 pot estar concentrat en un conjunt discret de freqiliencies, ja sigui per la naturalesa del
senyal o pel procediment de calcul; en aquest cas es sol parlar d’espectre de ratlles 1 de

ratlles espectrals associades a les diferents freqliencies.

La figura 1.22 mostra I’esquema conceptual per a 1’obtenci6 del contingut freqiiencial d’un
senyal. Aquest s’introdueix en un conjunt de filtres passabanda, cadascun dels quals només
deixa passar els components de freqiiéncia continguda en un interval B, ample de banda del
filtre, situat a 1’entorn d’una freqiiencia. Els filtres poden ser analogics, conjunt de
components electrics o electronics, si el senyal és analogic eléctric, com €s normal, o
digitals, conjunt d’operacions matematiques digitals, si el senyal és digital. La sortida de
cada filtre s’acumula 1 amitjana de manera convenient per obtenir un valor finit de I’espectre;

aixi per exemple, si el senyal que s’analitza és una suma de funcions harmoniques caldra

30



amitjanar en el temps per tal que 1’espectre sigui finit, ja que si només s’acumulés els
resultats serien infinits pels filtres que deixen passar les freqiiéncies d’aquestes funcions.

M¢s endavant, es concreten els procediments adequats per als diversos tipus de senyals.

B
| m LJT S,
T f @-0
R f,
W ALY
Senyal i B
| | M iJT
T T f 340)
fn

Filtre passabanda Amitjamador

Figura 1.22. Esquema conceptual per a 1’obtencio de I’espectre freqiiéncial.

A la figura 1.23 es poden veure 0,5 s de la historia temporal d’una vibraci6 aleatoria i el seu
espectre, que s’ha representat utilitzant 1’eix de les freqiiéncies en escala logaritmica 1 1’eix
del contingut espectral en dB. Es pot observar que la vibracid presenta un contingut
freqiiencial sensiblement constant entre 3 Hz 1 150 Hz, la qual cosa es pot interpretar com
que la vibraci6 ¢€s la superposicio de vibracions harmoniques d’amplitud semblant i de totes
les freqiiencies compreses entre aquestes 3 Hz 1 150 Hz.

mm/s

0 01 0,2 0,3 04 0,5

dB (ref. 10°12)
120

110

100 ﬁ/\[\/\/\’v\‘w
90 [
80 /

70 Hz
1 2 5 10 20 50 100 200 500

Figura 1.23. Representaci6 temporal d’una vibraci6 aleatoria i el seu espectre.
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Per a cada tipus de senyal a analitzar cal utilitzar la técnica adequada per realitzar I’analisi
freqiiencial, I’objectiu és tenir un espectre de valors finits facilment interpretables. En alguns

casos pero ¢s proposa la utilitzacio de funcions delta de Dirac.
1.5.1 Serie de Fourier

L’analisi freqiiencial d’una vibracié periodica és normal fer-la a partir de la série de
Fourier. Si x(¢) és una vibracio de periode T pot expressar-se com la suma d’un valor mitja —
component continu o harmonic de freqiiencia nul-la—, normalment nul, i1 d’una seérie de

components harmonics segons 1’expressio

x(?) ="70+ i[ak cos (2nfyt) + by sin(2fy) | amb f; = k% (17)
k=1

La freqiiencia f; = 1/T rep el nom de freqiiencia fonamental o del primer harmonic, f, =2/T
és la freqiiencia del segon harmonic 1 aixi successivament. Els coeficients ag, ay, ap, ... 1 by,
by... son les amplituds dels diferents components harmonics i es calculen amb les

expressions segiients:

ao:%'[()Tx(t)dt ak=%I5 x(r) cos (2nfy) dt as)
b =3ij(t)sin(2nf )dt
=71 k

L’expressio d’aquests coeficients es demostra facilment multiplicant la igualtat de
I’expressio 17 per cos(2nfit) o sin(2mnf,t), integrant cada terme al llarg del periode 7'1 tenint

en compte les relacions:

0 sim#n

T
-[0 cos (2nf,,t)cos(2nf,,t )dt = {T/Z P

0 sim#n

T . .
-[0 sin (2nf,,t ) sin (27f, ) dt = {T/2 P

L)T cos(2nf,t)sin(2nf,,t)dt =0
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A causa de la periodicitat de les funcions, els limits de les integrals per determinar els
coeficients a; i by —0 i T— es poden substituir per —7/2 i +T/2. Aquesta substitucio és
freqiient més endavant per obtenir expressions formalment més simetriques.

La possibilitat de determinar la série de Fourier d’una funci6 esta condicionada al fet que

aquesta sigui continua a trams 1 que el seu quadrat sigui una funcio integrable en un periode

T

x(0) = (x(0)*de <o

Aquesta condicié no representa cap problema per a les funcions o senyals que descriuen

I’evolucié de magnituds fisiques ja que és practicament impossible que no es compleixin.

Malgrat que la serie de Fourier és teoricament infinita, a la practica normalment n’hi ha prou

amb uns pocs harmonics per representar prou correctament el senyal original.

Es poden escriure altres expressions de la s¢rie de Fourier utilitzant només funcions cosinus
o utilitzant nombres complexos, que com s’ha vist permeten representar les funcions

harmoniques.

o0
a . b
x(t)=co+ ch COS(Zﬂfk1+(pk) amb ¢, =70, Cr =\/a;% +b,§ i ¢y =—arctan—&
a
k=1 k

w .
X(t): X0+Re Zxkeﬂnfkt amb XO:a—zo i Xk :ak—jbk
k=1

Les relacions entre els coeficients d’aquestes expressions son

| Xo|=co .| Xp|=cx ,arg(X; ) =4

Si s’utilitza la notaci6 complexa, el calcul dels coeficients X es pot escriure també amb

aquesta notacio

2 ¢T 42
_ J2nfjt
Xk—TJ-O x(t)e dr

Es interessant observar que, tot i perdre el significat fisic, en el desenvolupament de la série
de Fourier es poden utilitzar freqliéncies positives i negatives, fet que sovint facilita aspectes

teorics i1 la manipulacié matematica en 1’analisi espectral. En aquest cas es pot escriure:
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x(t) = i [a,’c cos (2nfyt)+ by, sin(2nfkt)] amb f :k% i

fk=—0
A Y , LT .
aj, :?J.O x(t)cos(2nfyt)dt by :?J.o x(t)sin (2nfr)de
0 en notacié complexa:

_OO ¢ J2mfyt (_lT -j2mfyt
x(t)—k_z_: X el "k amb Xk_FJ-O x(1)e? VK dr (19)

O, si es desitja tenir les dues expressions simetriques al voltant del 0:

o~ v 2w , 1 eT)2 < 2mfit
x()= Y, Xje!*K amb X"_F _T/zx(t)ej K dt (20)

k=—0

Cal destacar que en aquestes formulacions els coeficients son la meitat que els d’abans
menys el corresponent al valor mitja —component continu o de freqiiéncia nul-la— que manté
el mateix valor. Pel que fa als angles de fase son de signe contrari per a freqiiencies de signe
contrari. En notacié complexa X; = X*; ésadir X; i X_; sén conjugats. La utilitzacié de
freqiiéncies només positives o positives 1 negatives porta a parlar, aqui 1 en les altres
descripcions freqiiencials, d’espectres a una o a dues cares 1 sempre cal prestar atencio a la

singularitat del terme corresponent a la freqiiéncia nul-la.

La determinacié dels coeficients de la série de Fourier en general no es realitza analiticament
ja que nomeés per a funcions x(#) molt concretes es poden calcular analiticament les integrals
de les expressions 18 facilment. Per altra banda, cal tenir present que en I’estudi de
vibracions els registres dels senyals que es volen analitzar provenen de la mesura
experimental de les magnituds i, per tant, no €és usual disposar de I’expressido matematica de
x(t), sind que del que es disposa és d’un senyal digital. Més endavant es veura quin
tractament cal donar a aquest senyal per obtenir si més no una aproximacié del contingut
freqiiencial del senyal analogic representatiu de la magnitud fisica analitzada. Si bé en
I’ambit de I’analisi de senyals representatius de magnituds fisiques les funcions x(#) son
reals, €s interessant tenir present que la seérie de Fourier és aplicable també a funcions

complexes.

En I’ambit de 1’analisi freqiiencial cal fer atencio al Teorema de Parseval, que estableix que

la poténcia o ’energia d’un senyal es pot calcular indistintament en el domini temporal o en
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domini freqiiencial. Per a un senyal periodic i la seva serie de Fourier, el Teorema de

Parseval expressa que:
1¢7T » 2 [ c 2
— | x“(t)dt=cy + —k
Pl e 0a=d 3 %]

Aquesta expressio posa de manifest que la poténcia mitjana de x(#) calculada en un periode
¢s igual a la suma de la poteéncia mitjana, calculada també en un periode, dels components de
la série de Fourier. La poténcia d’un senyal continu és la seva amplitud al quadrat i la

poténcia mitjana d’un senyal harmonic ¢és el quadrat del seu valor eficag, Cieficac = Ck / V2.

De nou, si s’utilitzen freqiiéncies positives i negatives s’obté una expressié del Teorema de

Parseval més compacta pero de lectura més allunyada de la descripcid fisica

17 S
?J'o x*(r)dt = > ' amb ¢', =\la2+b%

fk=—0

A la figura 1.24 es mostra un senyal periodic, de periode 1 s 1 el seu espectre en forma de dos
grafics de ratlles espectrals, un per als coeficients ¢ 1 I’altre per als angles de fase. Aquests
dos grafics es poden reunir en un unic grafic tridimensional representant en plans paral-lels,
un per a cada harmonic, els nombres complexos X;, de modul c; 1 d’argument ;.
Evidentment, es podrien fer els grafics per als coeficients a; 1 b, del termes en cosinus 1 en

sinus pero no €s tant usual.
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Figura 1.24. Senyal periodic i el seu espectre freqiiencial.
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Sovint és interessant, i en certs casos 1’nica possibilitat, representar espectres relacionats
amb 1’energia o la poténcia —en el cas de senyals periodics ja s’ha vist la relacio entre la
poteéncia total i la dels components harmonics. A la figura 1.25 es mostren els espectres de
poténcia a una cara, només freqiiéncies positives, 1 a dues cares, freqiiéncies positives i
negatives, del senyal de la figura anterior; en els dos casos la suma de poténcies associades a
cada freqiieéncia, €s la poténcia total del senyal.

(mm/s)2 (mm/s)2

6 3

2 2
2 /2 Ck

| — v Hz i o | - 4 Hz
7 -6 -4 -2

4 5 6 0 2 4 6

)

Figura 1.25. Espectres de poténcia a una i dues cares.

Observant les expressions 17 1 18 o millor 19 es veu que les operacions que comporta
I’obtencié de la scrie de Fourier d’una funcid es poden entendre com un parell de
transformacions simetriques: la primera que passa de x(f) a X, 1la segona que ho fa de X,
a x(t), és a dir X, ¢és la transformada de x(¢) 1 x(¢) és la transformada de X, . Normalment,

s’utilitza la paraula transformada per referir-se també¢ a la transformacio.
1.5.2 Transformada de Fourier en temps discret

Les transformacions, transformades definides a les expressions 20, tenen la mateixa
estructura: un sumatori, si s’aplica a una scrie de valors, o una integral si s’aplica a una
funcid continua i el producte per una exponencial complexa que incorpora la informacié de
la freqiiencia dels components harmonics. Es pot aprofitar aquesta estructura simeétrica de les
dues transformacions per estudiar a partir de les expressions 19 o 20 el contingut freqiiencial
d’un senyal mostrejat en el temps (senyal digital, si com és usual es prescindeix de la
quantificacié que requereix la digitalitzacid) a intervals Ar —freqiiencia de mostratge
f.n =1/At; simplement cal intercanviar les variables temps i freqiiéncia i el signe dels

exponents per mantenir la semblanca de les transformacions, amb la qual cosa s’obté:

X(N= 3 xrane ) oy x(rAt)=fofmx<f>ej2ﬂf

F=—00

(rAt)

dr (21)
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1 I _fm/2 (rar)

j2nf
7o ke

X (f)= i (AT U) amb x(rAn) =

— df (22)
7=—00 f m

Aquestes expressions defineixen I’anomenada Transformada de Fourier en temps discret
1 posen de manifest que el contingut freqiiencial d’un senyal mostrejat, x,. = x(rAt) , €s una
funcié X (/) continua i periodica (com ho era la funci6 x(r) de I’expressio 19). El periode,
en el domini freqliencial, de X ( f ) es troba veient en quant, com a minim, cal incrementar

la freqiiencia per tal que tots els exponents s’incrementin en un multiple de 2m; aixi doncs
2n(f + fr)(rAr)=2nf (rAt)+2nfr (rAf) ipertant frAr=1

Com que I’interval de mostratge Az és I’invers de la freqiiéncia de mostratge f,,, resulta que la
periodicitat de 1’espectre €s precisament igual a aquesta freqiiéncia. S’arriba al mateix
resultat tenint en compte que en la seérie de Fourier la separacido d’harmonics o de ratlles
espectrals ¢és igual a la freqiiencia fonamental —en el domini temporal- 1 per tant fent
I’intercanvi de temps per freqiiéncia, en la transformada de Fourier en temps discret, resulta

que la separacio de valors temporals —A7— és igual al periode —en el domini freqiiencial.

L’expressio 22 posa de manifest que un senyal digital es pot reconstruir coneixent el seu
contingut freqiiencial unicament fins a la meitat de la freqliencia de mostratge i, per tant, no
cont¢ informacié freqiiencial addicional més enlla d’aquesta freqliencia. Aquest fet
juntament amb el fet que també es pot reconstruir, a partir del senyal digital, el senyal
analogic de partida si no té contingut freqiiencial per sobre d’aquesta freqiiéncia es coneix
com Teorema del mostratge de Nyquist-Shannon. A la meitat de la freqliéncia de
mostratge se 1’anomena freqiencia de Nyquist. Si el senyal analogic de partida no té
contingut freqliencial més enlla de la freqiiéncia de Nyquist, el senyal digital obtingut a partir
d’aquest el representa correctament i permet trobar el seu contingut freqiiencial. Per
aconseguir aquesta situacio, cal elegir la freqiiencia de mostratge tan alta com sigui possible
en funci6 del sistema de digitalitzacio de que es disposi 1 de la llargada del registre digital
que es pugui 1 vulgui manipular; també cal limitar, abans de mostrejar, el contingut
freqiiencial del senyal analogic amb un filtre passabaixos que elimini les freqiiéncies
superiors a les de Nyquist de la configuracio utilitzada. Els filtres utilitzats s’anomenen
filtres antialiasadors.

Si el senyal que es digitalitza conté freqiiéncies superiors a la de Nyquist, a partir del senyal
mostrejat no es pot recuperar el senyal de partida, ni calcular-ne adequadament el contingut
freqiiencial ja que queda distorsionat, fins 1 tot per sota de la freqiiencia de Nyquist; a aquest

fet se I’anomena efecte aliasador del mostratge. L’efecte aliasador dona lloc a fenomens
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curiosos com la sensacio, en veure una pel-licula (que és un mostratge de la realitat), que una
roda de radis gira al revés del que li toca segons el sentit d’avang. Un altre efecte, que posa
de manifest la impossibilitat de reconstruir el senyal analogic si la freqliencia de mostratge
no ¢s I’adequada, s’obté quan es representa una funci6 harmonica amb una freqliencia de
mostratge propera a la seva freqiiencia. A la figura 1.26 s’observa el grafic de la funcio
sin(2n-0,9-t) mostrejada a 10 Hz 1 a 1 Hz. En el segon cas, de fet el que s’observa és una
funci6é harmonica de freqiieéncia 0,1 Hz.
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Figura 1.26. Senyal harmonic de freqiiéncia 0,9 Hz mostrejat a

10 Hz (tra¢ vermell fi) i a 1 Hz (trag blau gruixut)

Es pot fer una nova lectura del cas presentat a la figura 1.26 per explicar 1’efecte aliasador 1
la distorsi6 de l’espectre. Amb una freqliencia de mostratge f,=1Hz, 1 per tant una
freqiiencia de Nyquist de fy=0,5 Hz, una freqiiéncia f,.; =0,9 Hz es veu com una
freqiiencia fyjjes = 0,1 Hz, de manera que en mostrejar un senyal analogic al contingut
espectral de 0,1 Hz se li suma el de 0,9 Hz. Es comprova que per a freqiiencies superiors a la

Nyquist sempre es verifica (alies és un mot llati amb significat d’altre lloc, d’altre moment,

d’altra manera)

freal_fm/z=f;1lies—|_fm/2 0 fm_freal =f€11ies

1.5.3 Transformada continua de Fourier

Fins ara, s’ha estudiat el contingut freqliencial d’un senyal analdgic periodic utilitzant la
série de Fourier i el d’un senyal mostrejat utilitzant la Transformada de Fourier en temps
discret. Cal estudiar també el contingut freqiiencial d’un senyal analogic no periodic i
posteriorment relacionar-ho amb els resultats ja obtinguts. Conceptualment, un senyal no
periodic podria interpretar-se com un senyal periodic de periode que tendeix a infinit. En
aquest cas, la separacio entre les ratlles espectrals, inversa del periode, es va fent petita 1

I’espectre del senyal tendeix a adquirir un aspecte continu. Alhora, en principi, les amplituds
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dels components harmonics decreixen en repartir-se la poténcia mitjana del senyal entre un
nombre més gran de components espectrals i, per tant, tendeixen, en general, a zero. Aquest
punt es pot resoldre no dividint pel temps en la transformaci6, fet que porta a parlar

d’energia en lloc de poténcia mitjana.

De fet, els senyals que s’analitzen a continuacid son senyals no periodics, transitoris

d’energia finita, que es defineixen de manera que compleixen la condici6 segiient
© 2
j x2(¢)dt <o
—00

Aquesta condici6 des del punt de vista practic implica que el senyal és no nul en un interval
finit, si bé cal entendre que tedricament es poden presentar situacions de tendéncia
asimptotica a 0. Aixi doncs, aquesta condici6 descriu en principi magnituds de fenomens de

durada finita.

L’analisi freqiiencial d’un senyal transitori d’energia finita x(#) és normal fer-lo per mitja de

la Transformada Continua de Fourier. Un transitori d’energia finita es pot expressar com:
x(t) = j_°° X(f)e2¥ df amb X(f)= j_°° x(t)e 2V ds (23)

Propietats

Es pot observar la semblanca d’aquestes expressions amb les expressions 20. Ara pero, la
funcio X(f) que descriu el contingut freqiiencial €s continua i en la seva determinacié no es
divideix pel temps. Igual que en la série de Fourier, les expressions 23 defineixen dues
transformacions simetriques: una que passa del domini temporal al domini freqiiencial X(f) i
I’altre que ho fa al revés. X(f) s’anomena la transformada de Fourier de x(¢). Normalment, la
paraula transformada s’utilitza també per referir-se a les transformacions, de manera que a la
transformacid de x(¢) a X(f) se I’anomena Transformada Directa de Fourier -TF— 1 a la
transformaci6 de X(f) a x(f) se I’anomena Transformada Inversa de Fourier —TF-1— (és usual
prescindir de la denominacié de continua). Les Transformades de Fourier sén

transformacions lineals 1 per tant es compleix que
TF[c (x(t) + y(t))] = c(TF[x(t)] + TF[y(t)])

La possibilitat de determinar la Transformada Continua de Fourier d’una funcio esta

condicionada al fet que, a més de ser d’energia finita, sigui continua a trams. Aquestes
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condicions no representen cap problema per a les funcions o senyals que descriuen
I’evolucié de magnituds fisiques de fenomens transitoris, sempre que es tingui la precaucio
de no prendre magnituds que es mantenen constants perd no nul-les fora del transitori.
Aquest seria, per exemple, el cas d’un transitori de velocitat per canviar el sentit del

moviment.

La Transformada Directa de Fourier verifica que X (f)=X7(-f), és a dir
X (f) iX (=) son conjugades, sempre i quan la funcié que s’analitza sigui real com és el
cas que es considera en aquest text. La Transformada Directa de Fourier es pot realitzar
també de funcions temporals complexes; aleshores deixa de complir-se la propietat i la
condicio d’energia finita que s’expressa com

[ o dr <o

Es interessant també assenyalar que si el senyal x(f) que s’analitza és parell,x(—t) = x(t) , la
seva Transformada de Fourier és real, i com a conseqiiéncia de la propietat anterior és també

simétrica.

A la figura 1.27 es mostra un senyal transitori, un pols rectangular de 0,2 s de durada i
d’alcada unitaria; i el seu espectre en forma dels grafics de la part real i de la part imaginaria

de la seva transformada continua de Fourier.

mm/s
1,2
1
0,8
0,6
0,4
0,2
0 s
0 0,2 04 0,6 0,8 1
(mm/s)-s Re(X(f)) (mm/s)-s Im(X(f))
0,3 0,3
0,2 0,2
0,1 / \ 0,1 /\
0 T\ \ N\ 0 P \
01 \VARV o1 \
-0,2 -0,2
-0,3 Hz -0,3 Hz
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10

Figura 1.27. Senyal transitori i el seu espectre freqiiencial en forma de transformada de Fourier.
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Una de les propietats més rellevants de la Transformada de Fourier en I’analisi de senyals és
que I’operaci6 del producte de funcions es transforma en el producte de convolucio de les

transformades de les funcions, representat per * 1 definit a les expressions segiients
TF[ x(¢)-x% (t) ] = xl(f)*xz(f)=fwx1(f—f’)-x2(f')df'

També el producte de transformades ¢és la transformada del producte de convolucié de les

funcions de partida
X1 ()Xo (f)=TE[x (1) %x,(1)] =TF[.|.joooxl(t—t')-x2 (f')df}

Aquesta propietat és de particular utilitat en dos ambits: i) en I’estudi de la incidéncia en els
espectres del fet de no agafar tot el senyal original per fer els calculs, ii) en ’estudi del
comportament dels sistemes dinamics estables i causals de comportament lineal —els
sistemes mecanics vibratoris en so6n un cas. En aquests sistemes, la Transformada de Fourier
de la sortida y(f) a causa d’una entrada x(¢) es pot trobar mitjangant el producte de convolucio6

de la resposta impulsional del sistema A(#) per 1’entrada x(¢)

0, si existeix la Transformada de Fourier de I’entrada, mitjangant el producte de la resposta
harmonica del sistema H(f), que és la Transformada de Fourier de la resposta impulsional
h(t), per la Transformada de Fourier X(f) de I’entrada x(¢)

PO =TF[H (/)X (/)] on H (1) =TF[A(1)] i X (£)=TF[x(1)]

L’operacié inversa a la convolucio és la desconvolucié i es pot utilitzar per intentar
recuperar, en el domini temporal o freqiiencial, un senyal que ha estat convolucionat amb un
altre de conegut. Aquest seria, per exemple, el cas de voler trobar I’entrada a un sistema de
resposta impulsional o freqiliencial coneguda a partir de la sortida desitjada. Un cas forca
freqiient és la identificacio de sistemes que consisteix a determinar la resposta freqiiencial
d’un sistema a partir d’un senyal d’entrada i de la resposta del sistema a aquest senyal. La
desconvolucié si bé ¢és facil conceptualment, en els casos comentats i en el domini
freqiiencial és una simple divisido freqiiencia a freqiiencia, pot presentar dificultats,
tipicament a les zones on ’espectre que ocupa el denominador tendeix a tenir valor petits.

Per valorar la bondat de la identificacio s’utilitza la funcié de coherencia que és una funcio
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real entre 0 1 1 que dona una mesura de la correlaci6 lineal a cada freqiiéncia entre I’entrada i
la sortida del sistema. Idealment val 1 entre els senyals a I’entrada i a la sortida d’un sistema
lineal, pero tendeix a 0 a mesura que aquests senyals deixen de ser correlats a causa ja sigui

de la no linealitat del sistema o de la preséncia de soroll en la mesura dels senyals.

A la figura 1.28 esquerra es mostra la funci6 d’energia finita definida a I’expressio 24 i el
modul de la seva Transformada de Fourier per a freqiiéncies positives. A la figura 1.28 dreta
es mostra la funcié anterior multiplicada per un pols unitari entre 0,2s 1 0,5s i1 la seva
Transformada de Fourier. La funcié resultant del producte no és més que la funci6 original
retallada pel davant 1 pel darrera 1 la seva Transformada de Fourier és el producte de
convolucié de la Transformada de Fourier de la funci6 original per la Transformada de
Fourier de la funci6 pols (figura 1.27). S’observa que el pic de 1’espectre és de valor inferior,
la qual cosa €s raonable ja que ara els limits efectius de la integral de la Transformada de
Fourier son menors, pero també €és molt aparent 1’augment d’amplada del pic. Aquest
augment d’amplada del pic o dispersio del producte respecte a les funcions de partida és
caracteristic del producte de convoluci6 i, per tant, apareix sempre que es retalla
temporalment un senyal fent-ne el producte amb una funci6é nul-la fora d’un interval de
temps —finestra temporal. S’anomena efecte de dispersio —leakage, en la bibiliografia
anglesa— causat per la limitacio de la durada del registre de senyal analitzat i cal tenir-lo
present ja que no €s estrany que per raons diverses s’hagi de limitar aquesta durada. També
es fa referéncia a aquest efecte com a la disminuci6 de la resolucié —a causa de 1’augment

d’amplada dels pics— causada per la disminuci6 de la llargada del registre.

mm/s mm/s
2 R P 2 .
1 n LA A JTLN )
AL 1LILA O (T A L
0 - [ANANAN HAVAWAWN 0 JAWAN|
VALLLLLEH [TRVAVAY IVAVAN
1 R THTAT [T 1 A RTRTRYRINERTN
V.1 U V.
-2 \ -2 V
S S
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
(mm/s)/Hz (mm/s)/Hz
0,5 0,25
04 / 02 A
0,3 I\ 0,15 /\
0 A o1 [
0,1 I \ 0,05 /
0 J Hz o ~ T Yy
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 1.28. Comparacié de les Transformades de Fourier d’una funcio6 i del producte d’aquesta funci6 per un
pols. Efecte de dispersio.
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0 £<0,05
x(t) =4 (cos(2m(1/0,9))~1)-cos(2m(15/0,9)¢) pera 40,05<¢<0,95 (24)
0 t>0,95

La definici6 que es dona de les transformades directa i inversa de Fourier és la més usual en
el context de I’enginyeria. Es possible, pero, trobar d’altres definicions que difereixen

d’aquestes en certs aspectes:

Si la variable d’integraci6 de la transformada inversa és o en lloc de f'aleshores apareix el
factor 1/2n que pot quedar dividint la transformada inversa, la transformada directa o
repartit entre ambdues en forma de 1/ V2 .

El signe de I’exponent en la transformada directa pot ser positiu, com en la definicio
presa, o negatiu. Aquest canvi de signe té com a conseqiiéncia un canvi de signe de la part

imaginaria de la transformada.

Aquestes variacions només afecten en el cas de quedar-se com a resultat de I’estudi la
transformada directa de Fourier o una conseqiiencia d’aquesta, com per exemple la
resposta freqiiencial. Si es fan servir amb coheréncia ambdues transformades, per passar

del domini temporal al freqiiencial i tornar al temporal, no hi ha diferéncia de resultats.
Densitat Espectral d’Energia

El teorema de Parseval per a un senyal transitori d’energia finita i la seva transformada de

Fourier estableix que:
[ 2a=]" X)X () =] X (/s

Aquesta expressio posa de manifest que 1’energia del senyal es pot calcular tant en el domini
temporal com en el domini freqiliencial; cal notar que en aquest cas no s’integra el quadrat de
la transformada, que és complexa, sind el quadrat del seu modul. El terme ‘X (f )‘2 df" es pot
interpretar com la quantitat d’energia que té el senyal a ’entorn de la freqliencia f 1 per
aquesta rad a ‘X(f)‘z se I’anomena Densitat Espectral d’Energia —-DEE- i és usual
representar-la per Sg. Si la unitat de x(¢) és u la unitat de la seva densitat espectral d’energia
€s (uz-s)/Hz.

Per referir-se i representar la densitat espectral d’energia poden utilitzar-se de nou

freqiiéncies positives 1 negatives, espectre a dues cares, o només freqiiéncies positives,
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espectre a una cara. En aquest segon cas, més proper a la realitat fisica, €s usual representar

I’espectre per Gg. A partir de la Densitat Espectral d’Energia I’energia del senyal és

—00

[ (0)ar=[" sg(£)ar =[G, (f)df

A la figura 1.29 es mostra la densitat espectral d’energia a dues cares i a una cara del pols de
la figura 1.27.

((mm/s)2-s)/Hz S(f) ((mm/s)2-s)/Hz Ge(f)
0,05 0,1
0,04 0,08
0,03

0,02 [\ 8;82 \
0,01 / \ 0,02 \

0 Hz 0 Hz
-10 -5 0 5 10 0 5 10 15 20

Figura 1.29. Densitat espectral d’energia d’un pols rectangular.
Transformada de Fourier de senyals periodics o quasiperiodics

Es possible estendre 1"is de la transformada de Fourier al cas de senyals no transitoris,
periodics o quasiperiodics, fent us de la funcié impuls o delta de Dirac, que cal recordar

que es defineix com

jié‘)(z)dt:l i 8(t)=0 V=0

Malgrat el seu nom, aquesta funcid no és estrictament una funcio en el sentit matematic usual
ja que no compleix totes les propietats corresponents; ara bé, €s una eina excel-lent per
representar magnituds concentrades a I’entorn de punts discrets —des del punt de vista fisic és
equivalent, per exemple, a la consideracié d’una massa, o una carrega eléctrica, puntual. Es
pot interpretar com un apuntador sobre 1’eix de I’argument de la funcio, el temps o la
freqiiéncia en el cas de 1’analisi de vibracions, que indica on hi ha la magnitud concentrada;
S(t - z‘o) indica que la magnitud es troba a £;. Si el valor de la magnitud no és unitari només
cal multiplicar la funcid per aquest valor. Es pot considerar que la funci6é grad unitari, funcio
de Heaviside, és la integral de I’impuls; conceptualment, tot s’acumula en passar per
I’impuls.

Per a I’aplicaci6 proposada cal tenir present les segiients transformades de Fourier
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TF[cos(2fit) | = (1/2)[8(/ - i) +8(f + )]

TE[sin(2n/ir) | = (1/2)[ -8(/ = /) +8(/ + /1) ]

TF[cos(2the +0) | = (1/2)] e5(f = £;)+ €78 ( £ + £,) ] (25)
TF[1]=8(¢)

TF[3(¢)] =1 TF[8(r—t,)]=e"™

Queda clar amb les transformades mostrades a 25 que amb 1’espectre proposat ara per a les
funcions periodiques o quasiperiodiques els impulsos indiquen que el contingut freqiiencial
es troba concentrat, com ¢€s evident, a les freqiiéncies dels components harmonics. De fet, ja
s’ha comentat la semblanca entre la Série de Fourier 1 la Transformada de Fourier 1 en
prescindir en aquesta del concepte de periode es pot fer extensiva als senyals quasiperiodics.
Com a contrapartida, en no dividir pel periode, la contribucié dels components harmonics en
la integral de I’expressio 23 de la transformada es fa infinit. S’obté el mateix espectre tant si
I’algada de les ratlles espectrals €s proporcional a I’amplitud dels components harmonics
—Serie de Fourier— com si és proporcional a ’area dels impulsos —Transformada de Fourier.
Es interessant observar que si es passa a considerar I’espectre d’impulsos d’integral igual al
quadrat de la meitat de ’amplitud es té 1’espectre de poténcia mitjana; cal, pero, notar que
aquests impulsos no es defineixen a partir del quadrat dels impulsos associats a les
amplituds. Finalment, és normal treballar amb espectres de poténcia mitjana a una cara tenint
la precaucio d’assignar a cada freqiiéncia, menys a la freqiiencia nul-la, el doble de la
poteéncia assignada en els espectres a doble cara. De fet aquesta precaucié queda palesa si
s’observen les expressions 25: per a les freqiiencies no nul-les la Transformada de Fourier té

dos impulsos de valor 1/2 1 per al terme constant és un impuls de valor 1.
Espectre de senyals aleatoris

Per tal de caracteritzar freqliencialment un senyal aleatori estacionari no €s possible emprar
la transformada de Fourier, perque no €s d’energia finita, ni tampoc no té només components
harmonics que permetin el tractament proposat en els paragrafs anteriors mitjancant funcions
Delta de Dirac. La funcié d’autocorrelacio R,(t) d’un senyal, tal com s’ha dit anteriorment,
reté informacio de la periodicitat del senyal 1 €és per aix0 que es proposa ara com a punt de
partida. La funcié d’autocorrelacid6 d’una funcio aleatoria, que no contingui components
harmonics, tendeix a 0, si el valor mitja és nul, 1 €s una funcié d’energia finita; aixi doncs, en
aquestes condicions existeix, 1 t€¢ valor finits, la Transformada de Fourier de la funcio

d’autocorrelacié calculada segons I’expressio
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Sp(f)=TF[R,(v)]= [ R.(t)e P dr
i es demostra que es verifica

[ sp(r)df = lim— [* % (r)dr (26)

T—oo [ d—0

Aquesta propietat de S} justifica el seu nom de Densitat Espectral de Potencia -DEP- i
tamb¢ la seva aplicacio per descriure el contingut freqiiencial del senyal de partida. El segon
terme de la igualtat de I’expressio 26 és la poténcia mitjana total del senyal, calculada per a
’interval d’observacio T tan gran com sigui possible. Per tant, Sp es pot interpretar com la
densitat de poténcia a cada freqiiéncia i Spdf com I’aportacio d’aquesta freqiiencia a la
poteéncia total.

La funci6 d’autocorrelacié és una funcio parella i aixo fa que Sp sigui real, tal com ha de ser

perque es pugui complir la igualtat de 26, 1 parella. Aquest fet permet definir
Gp(f)=2 jo Rx(l')e_jz”f"'dr pera >0

que equival, simplement i com en els casos anteriors, a utilitzar només freqiiencies positives i
fer servir ’espectre a una cara o dues cares segons convingui. A la figura 1.30 es mostren

0,5 s d’un senyal aleatori 1 la seva densitat espectral de poténcia.
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Figura 1.30. Senyal aleatori i la seva densitat espectral de poténcia.
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Tot 1 que inicialment s’ha considerat que el senyal que s’analitza €s estrictament aleatori de
valor mitja nul, té interés considerar la preséncia tant d’un component continu —valor mitja
no nul- com de components periodics. Els tres tipus de components poden apareixer junts i
sovint un o altre és soroll no desitjat, causat per condicions ambientals o pels propis
captadors de les magnituds fisiques a analitzar. Aixi per exemple: 1) hi ha captadors que la
sortida no ¢és nul-la tot i ser-ho I’entrada, 1i) si el nivell de la magnitud que es mesura és baix
el senyal que genera pot ser del mateix ordre que el soroll aleatori propi dels instruments de
mesura, iii) els camps electromagnetics poden afectar els instruments de mesura i tenir
senyals amb un contingut no negligible de components periodics de la freqiiencia de la xarxa
eléctrica. La presencia d’aquests components continu 1 harmonics es reprodueix a la funcio
d’autocorrelacié de manera que en fer-ne la Transformada de Fourier per obtenir la densitat
espectral de poténcia apareixen en 1’espectre els impulsos de Dirac estudiats anteriorment.
Aquests impulsos es poden interpretar senzillament com la mesura de 1’aportacio finita de

poteéncia dels components continu o harmonics a la seva freqiiéncia.
Espectres per bandes frequiencials

A partir de la Densitat Espectral, ja sigui de poténcia o d’energia, es pot calcular per
integracié la poténcia o I’energia dins d’un interval de freqiiéncies o banda freqiliencial,
definit per les freqiliencies inferior i superior o per la freqiiéncia central i ’amplada de
interval, amplada de banda. Per a la banda B entre f] 1./,

SE(B)=I£2SE(f)df
SP(B)=I£2 Sp (f)df

Si es defineix un conjunt de bandes contigiies

Energia Total =£OOO Sg(f)df = ZSE (B;)
i @7)
Poténcia Total ZIEOOO Sp(f)df = Z Sp(B;)

A partir de I’energia o la poténcia d’aquestes bandes contigiies es pot representar 1’Espectre
d’Energia o I’Espectre de Poténcia, que son espectres discrets, que depenen de 1’amplada
de banda utilitzada 1 que es solen anomenar i representar graficament com espectres de
barres. Si s’utilitzen espectres a dues cares €s normal prendre bandes freqiiencials

siméetriques respecte a 1’origen de freqiliencies 1 cal fer atencié a que la banda d’amplada Af'1
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centrada en el 0 Hz va des de - Af/2 a Af/2. Aquest fet, que no presenta cap problema aqui,
cal analitzar-lo amb detall quan es passa a considerar 1’espectre a una cara. Si I’espectre a
una cara s’obté a partir del de a dues cares, i1 es pren i = 0 per a la banda de freqiiéncia central
nul-la esta clar que per garantir les expressions 27, 1 donada la simetria de 1’espectre S cal

que es compleixi

Gg (B;) =2Sg(B;) pera i>0; Gg(By) =Sg(Bp) 28)
Gp (Bi) =25p (B) pera i>0; Gp (BO) =Sp (BO)
Si P’espectre a dues cares és raonablement continu ’espectre a una cara pot presentar un
notable salt, si el contingut freqiiencial a molt baixa freqiiéncia no és petit, entre la primera 1
la segona banda espectral a causa de les expressions 28. Aquest problema desapareix si es
pren la freqiiéncia nul-la com a limit inferior de la primera banda de freqiiencies positives;
aleshores cal tenir la precaucié d’indicar-ho ja que és usual prendre la freqiiencia central
d’una banda com la nominal, i en aquest cas la primera banda de ’espectre a una cara no
estaria associada a la freqiiéncia nul-la. Aquests fets poden passar desapercebuts quan es
prescindeix, o no es presta atencid, a les bandes de freqiiencia més baixa a causa que el

contingut de poténcia en elles és negligible, situacid no estranya en 1’analisi de vibracions.

En integrar la densitat espectral de poténcia els seus possibles impulsos, provinents del
component continu o de components harmonics, passen a ser increments finits dels valors de
la integral de la banda freqiiencial en la que es troben. Aixi doncs, treballar amb ’espectre de
poténcia té un gran avantatge ja que unifica amb valors finits, i per tant representables
facilment tant numericament com graficament, els espectres dels senyals no transitoris
—periodics, pseudoperiodics i aleatoris. Per als senyals transitoris d’energia finita tant

I’espectre d’energia com la densitat espectral d’energia son finits.

La preséncia de components harmonics, o del component continu, en I’espectre de poténcia
¢és facilment detectable. El component aleatori es reparteix més o menys de manera uniforme
i continua en 1’espectre; aixd fa que si es passa, per exemple, a un espectre amb doble
nombre de bandes d’amplada meitat I’energia de les noves bandes sera aproximadament la
meitat de les anteriors (la suma s’ha de conservar). Ara bé, la poténcia d’'un component
harmonic no es divideix, només contribueix a la banda que conté la seva freqiiéncia i per tant
la variacié d’aquesta banda sera ostensiblement menor del que li tocaria si no hi hagués el

component harmonic, la qual cosa permet reconéixer la seva presencia.

A la figura 1.31, fila superior, es presenta 1’espectre d’energia en bandes freqiiencials de

1 Hz del pols de la figura 1.27 i a la fila inferior d’aquesta figura es mostra 1’espectre de
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poténcia en bandes freqiiencials de 10 Hz del senyal aleatori de la figura 1.30. Es interessant
observar que I’espectre d’energia, en ser ’ample de banda 1 Hz, t¢ valors molt propers a la
densitat espectral d’energia a les freqliencies centrals de les bandes. A 1’espectre de poténcia,
els valors son aproximadament 10 vegades superiors a la densitat espectral de poténcia a les

freqiiéncies centrals de les bandes, situacié raonable ja que ara I’ample de banda ¢és de 10 Hz.
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Figura 1.31. Espectres d’energia d’un pols i espectres de poténcia d’un senyal aleatori a dues i una cara.
1.5.4 Transformada discreta de Fourier

Com ja s’ha comentat, en 1’analisi de vibracions no ¢és usual disposar de la descripcio
analitica del senyals, ja que provenen de mesures experimentals de magnituds de sistemes
més 0 menys complexos amb excitacions que també poden ser més o menys complicades i
sovint desconegudes. A aquests fets cal afegir-hi el soroll dels senyals, causat pel propi
sistema de mesura 1 per I’entorn. Tot aix0 fa que el procés d’obtencido de I’espectre

freqiiencial no pugui ser analitic 1 hagi d’implementar-se de manera analogica o digital.

L’obtenci6o de ’espectre freqiiencial mitjancant recursos analogics va ser durant uns anys,
I’tinic procediment viable disponible, 1 encara avui en dia constitueix una eina que no cal
bandejar per a algunes aplicacions. Es basa en la utilitzaci6 de filtres analogics passa-banda
que poden ser de caracteristiques diverses (ample de banda constant o proporcional, de
freqiiéncia central fixa o sintonitzable, etc.) 1 els corresponents circuits amitjanadors. La
utilitzaci6 d’altres filtres analdgics (passa-alt, passa-baix, refusa-banda i de ponderacid) és

també un recurs valid 1 necessari en certes ocasions per, si més no, manipular
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convenientment el contingut freqiiencial dels senyals. Un cas evident és la utilitzacio dels
filtres antialiasadors abans de digitalitzar els senyals per eliminar el contingut freqiiencial per

sobre de la freqiiencia de Nyquist.
L’obtenci6 de I’espectre freqiiencial per procediments digitals pot seguir dos camins:

Utilitzacio de filtres digitals que poden simular el comportament dels filtres analogics,
classics (Butterworth, Chebyshev, Bessel...) o no, que es caracteritzen perque la seva
resposta impulsional ¢€s infinita en el temps —filtres I[IR— 1 també¢ filtres digitals de
resposta impulsional finita en el temps —filtres FIR. Aquests filtres digitals requereixen,
en principi, algorismes implementats en processadors digitals especifics si cal que
actuin en temps real. A la sortida dels filtres s’incorporen, si escau, els algorismes

d’amitjanament adequats.

Utilitzacié de la Transformada Discreta de Fourier i manipulacié i interpretacio

adequada dels seus resultats.

En aquest text, es descriu amb cert detall la utilitzaci6 de la Transformada Discreta de
Fourier com eina per a I’obtencié numerica dels espectres explicats en els apartats anteriors.
En primer lloc, es defineix i es presenten les seves propietats més rellevants en 1’estudi de les

vibracions, 1 a continuacio s’estudia la seva aplicacio.

La Transformada Discreta de Fourier fa referéncia, de fet i com en les altres ocasions, a un
parell de transformacions —la transformacié directa 1 la transformacié inversa— el producte de
les quals ¢és la identitat, €s a dir que aplicant primer una i després 1’altra es retorna al punt de
partida. La Transformada Discreta de Fourier Directa —TDF- d’una série X, de N valors

complexos és una altra serie de valors complexos X definida per

N-1 .
Xp= x.e 2mr/N k=0,...,N-1 (29)
r=0

i la Transformada Discreta de Fourier Inversa —-TDF-1- de la série X, és

N-1 .
X, =S X, 2N r=0,...,N—-1 (30)
k=0

Aquestes dues expressions son les més habituals en I’ambit de 1’enginyeria, perd cal tenir

present que es poden trobar altres definicions. Aixi, per exemple, el coeficient 1/N, que és
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necessari per a la identitat del producte de les dues transformades, es pot trobar a la TDF-1
com es proposa, a la TDF, o repartit entre ambdues en forma de 1/ JN . Els subindexs poden
anar d’1 a N, en lloc de 0 a N-1, i aleshores en els exponents es resta una unitat. Fins i tot,
I’eleccio del signe de I’exponent, que ha de ser contrari en una i altra transformacio, no deixa
de ser convencional; és cert, pero, que tal com s’ha pres €s coherent amb les definicions fetes

fins ara de les altres transformades de Fourier.

L’expressio 30 es pot entendre com que X, és una superposicid de series harmoniques

2 .y .
e(J mk/N)r funcié de 7, una per a cada valor de k. El pes sobre el total de cada serie
harmonica X, es calcula amb I’expressio 29 (de fet cal incloure el factor 1/N). Amb aquesta

interpretacio la TDF permet 1’estudi del contingut en series harmoniques de la série X,.

La semblanga de les expressions 29 1 30 fa evident la igualtat de les propietats d’una 1 altra
transformada, al marge del factor 1/N, de manera que si no €s necessari només es fa

referéncia a una d’elles.

Les transformades discretes de Fourier son periodiques en el sentit que si s’estenen més enlla
de I’interval de la definicié, 0<k <N per a la directa 1 0<r <N per a la inversa, els
resultats es repeteixen. Es demostra facilment veient, per exemple, que si k'=k+ N

I’exponent s’incrementa en un multiple de 2mj 1 per tant I’exponencial manté el seu valor

—27k'rj =2n(k+N)rj/N - j _ i _ ;
e 2nk'rj/ N —e 7( i/ —e 2nkrj/ N e 2mr j —e 2mkrj/N

La Transformada de Fourier d’una série x, real és simétrica en el sentit que X,_, = X;
(* denota complex conjugat). L’expressié seglient ho posa de manifest tenint en compte que
es pren x real

S2n(N—K)ri/N _ | -2mNr /N 2n(K)ri/N _ (k)N

. . *
2nkrj/N _ (xe—Zﬂ:er/N)

xX¢€ xXcC €

*

¢ = cos()+ jsin (@) = cos(—) - jsin(-¢) = (e_(pj)

Aquesta propietat posa de manifest que la Transformada Discreta de Fourier d’una serie real
no subministra nova informacidé de contingut harmonic per a valors de k superiors a N/2. Dit
d’una altra manera, una série real no conté aquesta informaci6 i es pot reconstruir utilitzant
només series harmoniques per a valors de k£ no superiors a N/2. Aquest fet més endavant es
relaciona amb el Teorema del mostratge o de Shannon. Evidentment, es podria associar el
contingut harmonic a valors de k£ entre N/2 1 N i fins i tot entre multiples d’aquests valors

atenent a la periodicitat citada de la TDF; ara bé no només s’evita aquesta interpretacio sind
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que també s’evita el contingut freqiliencial per sobre de N/2. (Recordeu els filtres

antialiasadors).

Tenint en compte la propietat anterior 1 la periodicitat de la TDF, per a una serie real x,. es

verifica també la propietat X_, = X _, = X, util quan cal parlar dels espectres a una cara.

La Transformada Discreta de Fourier converteix el producte de dues séries en el producte de
convolucio circular o ciclica de les transformades de les dues séries, representat per = i

definit a les expressions segiients

N-1
TDF[x,-yr]:%Xk*Yk:%Z XYy, amb Y_ =Yy o k=0,...,N-1

m=0

També el producte de transformades és la transformada del producte de convolucié circular

de les funcions de partida

N-1
Xk-Yk=TDF[xr*yr]:TDF|:z X, * yr_m} amb y_ =yy_, r=0,...,N-1

m=0

A Toperacio descrita se I’anomena convolucid circular per distingir-la del que seria la
convolucio lineal de dues séries completades amb zeros fora de I’interval de definicio fins a
I’infinit, i que correspondria a I’aproximaci6é numerica de la convolucid definida en apartats

anteriors.

Sovint s’utilitzen els algorismes de calcul de la Transformada Discreta de Fourier (I’usual
s’anomena FFT —Fast Fourier Transform-) per calcular el producte de convoluci6 de dos

senyals seguint I’esquema segiient
X, *y, = TDF'[ TDF[x,]- TDF[y,]]

Per utilitzar aquest procediment cal, evidentment, que els dos senyals siguin de la mateixa
llargada i per evitar ’efecte de la correlaci6 circular 1 obtenir la correlaci6 lineal es dobla la
llargada dels senyals afegint-hi zeros —fent un coixi de zeros o zero padding en la literatura

anglesa— i es pren només la meitat del senyal resultant.

El Teorema de Parseval aplicat a la Transformada Discreta de Fourier diu
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N-1 ) 1 N-1 )
> =L ¥y
k=0

r=0

N-1 . 1 N-1 .
Z XYy =N z XkYk
r=0 k=0

En I’estudi de vibracions, la série X,. és el registre d’un senyal digital de llargada finita 1, per
tant, els seus valors son reals de manera que a partir d’ara, en aquest text, es representara
com x,. Aixi doncs, cal entendre aquesta serie x,. com un conjunt de N mostres d’un senyal
separades pel periode de mostratge Af —invers de la freqiiéncia de mostratge f,,—, 1 per tant la
durada del senyal és N-At. La Transformada Discreta de Fourier, entesa com aplicada a un
senyal temporal, es pot rescriure per fer apareixer el temps i la freqiiencia multiplicant 1

dividint I’exponent per Az, reordenant i tenint en compte que f, =1/A¢

N-1 .
X, = Z XrG—JanrAt/(NAt) N

N-1 —i2n fm rA
x(k%j:Zx(rAt)eJ (Nj( ) k=0,...,N-1
r=0

(D)
X, 1 2 X, J2TtkrAt/(NAl)_)
k=0

rAt Nz ( J]%;j Jzn( fmj(rm) r=0,...,N-1

Atenent a les propietats esmentades, la TDF de x, és simetrica en el sentit que X, _; = XZ 1
com s’ha vist no conté informacio freqiiencial per sobre de k > N/2. Segons les expressions
31 aix0 equival a una freqiiéncia f,,/2 que €s igual al valor trobat amb la Transformada de

Fourier en Temps Discret i que correspon al teorema del mostratge o de Shannon.

Comparant les expressions 19 1 31 es veu que la Transformada Discreta de Fourier Directa es
pot prendre com una aproximacié numerica per al calcul de la integral que cal fer per a
I’obtencio dels coeficients de la Série de Fourier d’una funcid periodica, considerant que la
série x,. correspon al mostratge d’un periode de la funcid. El periode és doncs 7= N-At 1 la
freqiiéncia fonamental, o del primer harmonic, f; =1/T = 1/ (N -At) = fi/N . Per obtenir els
coeficients de la série cal finalment multiplicar la TDF per dt/T ~At/T=1/N. La
Transformada Discreta de Fourier Inversa reprodueix exactament, només cal multiplicar per
N, la reconstruccio6 del senyal temporal, a partir dels coeficients de la série, per als instants de

temps » At. Cal remarcar, doncs, que si bé la TDF ¢és una aproximacié de la Série de Fourier,
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I’0s de la parella de transformades permet retrobar exactament els valors x,. representatius de

la funcio6 de partida.

L’ts de la TDF per al calcul de la Série de Fourier requereix, evidentment, el coneixement
previ del periode, situacid6 no usual si el senyal que s’analitza prové de mesures
experimentals. Si no €s que s’esta treballant amb funcions analitiques i cal un resultat
analitic, tot 1 I’aproximacio numerica, ¢s molt raonable pensar amb la TDF per al calcul de la
Série encara que sigui utilitzant un interval de mostratge molt petit, compatible amb el temps

de calcul i els errors d’arrodoniment, per millorar 1’aproximacié numerica que representa.

A partir del teorema de Parseval, es proposa una manera directa per obtenir una aproximacio

numerica de 1’espectre de poténcia mitjana en un periode; es parteix de les expressions 32.

1 o7 | N N-1
—| %2 (t)dtz— x? (rAt)At:—Z:xr2 =
ro At r=0 r=0

(32)

2 /2, ., . , ..
S’observa que el terme |X k| /N ¢és I’aportacié a la poténcia total de I’harmonic k. En

definitiva doncs, I’espectre de poténcia Epy, és

1

1 2 *
Epk:F|xk| =7 XeXe  k=0..N-l (33)

La Série de Fourier s’ha definit per a freqiiéncies només positives o per a freqiiéncies
positives i negatives; el pas dels resultats de la TDF a la Série de Fourier per a freqiiéncies
positives 1 negatives és immediat simplement tenint en compte la propietat ja mencionada
que X_, = Xy_, = X, . Aquesta consideraci6 és, evidentment, valida també per a I’espectre
de poténcia. Si es vol passar a parlar d’espectres a una cara caldra tenir en compte la
singularitat del primer terme, k=0, ja comentada anteriorment. En tot cas i en particular pel
que fa a I’espectre de poténcia, cal tenir en compte que s’ha de preservar el valor de la
poténcia total. Si N és parell, com és usual, aleshores el terme N/2 €s també singular, és real
Jaque Xy, = Xy /2 » perd no necessariament nul i per tant cal donar-li el tractament adequat

per preservar la poténcia total; en resum |’espectre a una cara E§}C és
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1
EIE}O =F|Xo|2

1

1
ES{ :F|Xk|2 +F

2 2 2

X =zl k=1,..(N/2)-1 (34)

1 2
Estni =~ X2

P(N/2) T2 | (N12)

De la mateixa manera que s’ha analitzat la relacid entre la Serie de Fourier i la TDF és
interessant analitzar la relacio entre aquesta i la Transformada de Fourier en temps discret.
Comparant les expressions 21, 29 1 30 o 31 s’observa que si la serie x, ¢és finita la seva TDF
coincideix amb la seva Transformada de Fourier en temps discret per a les freqiiencies
multiples de la freqiiencia f; = f,,/N =1/T, essent f;, la freqiiéncia de mostratge, N el

nombre de mostres del senyal i 7 la durada d’aquesta.

La Transformada Discreta de Fourier Inversa és una aproximacié numerica de la integral de
la Transformada de Fourier en temps discret inversa. En aquesta aproximacio, la integral
s’avalua per a les freqiiéncies calculades amb la transformada directa i en ser aquestes
multiples de f, el df queda substituit a la integral per aquesta freqiiencia. Cal notar que
aquesta aproximacié numerica, que només utilitza el conjunt discret de les freqiiencies

emprades en la transformacié directa, reconstrueix estrictament el senyal de partida.

La relaci6 entre la Transformada Continua de Fourier i la Transformada Discreta de Fourier
queda aparent si es comparen les expressions 23, 29 1 30 o 31. Si la série x,. correspon al
mostratge de tot el transitori en el qual es vol aplicar la Transformada de Fourier ambdues
transformades discretes son una aproximacid numerica de les transformades continues. La
TDF directa multiplicada per A¢ és I’aproximacié numerica de la TCF calculada per a les
freqiiencies multiples de f, = f,,/N =1/T. La TDF-! dividida per Az és I’aproximacid

numérica de la TCF-! calculada per als instants de temps multiples de Az.

Si s’aplica la TDF només a un tram de la serie x,. es produeix el fenomen de la dispersio ja
explicat per a la TCF. La figura 1.32 correspon al modul |Xk| de la TDF d’1s d’una
velocitat harmonica de 12,5 Hz, x(t) = cos(2n12,5t) mm/s, calculada amb una freqiiencia
de mostratge de 100 Hz. Es pot veure la simetria que produeix el fet que X,_, = XZ 1 també
la dispersié ocasionada per la limitacid6 de la longitud del registre; els impulsos que
corresponen a la TCF d’una funci6é harmonica es converteixen aqui en dos pulsos en forma
de campana, centrats a les freqiiencies de 12,5 Hz 1 87,5 Hz. Tenint en compte la periodicitat
de la TDF el puls de 87,5 Hz es podria representar a -12,5 Hz. Finalment, s’observa també
I’existéncia de contingut freqiiencial més enlla de la freqiiencia de Nyquist, 1 per tant

’aparici6 d’una certa distorsi6 causada per 1’efecte aliasador. Més endavant, es fa un estudi
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més detallat de la forma 1 situacidé d’aquests pulsos en el qual es té en compte la forma en

com es retalla del senyal total el tram de senyal escollit per fer la TDF.

mm/s
40

= J
= J

30

ol i

IS N N N N NV N

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 1.32. Transformada Discreta de Fourier d’1 s funcié harmonica de 12,5 Hz.
A partir del teorema de Parseval, es pot obtenir una aproximacié numeérica de la densitat

espectral d’energia o de ’espectre d’energia d’un transitori definit per N mostres; es parteix

de les expressions 35
J.O:Oxz(t)dtzZ“xz rAt [Zx ]At—
1 e J N(At 2)
=| — At — X
[ 2l a5 Al

2 . 5 .y . .
S’observa que el terme |X k| At / N es pot interpretar com 1’aportacié a 1’energia total de la

(35)

banda freqiiencial £ centrada a la freqiiéncia f, =k f; =k/T i d’ample f; (que correspon a la
separacio entre freqiiencies centrals de bandes successives). En definitiva doncs, 1’espectre

d’energia Egy, és

Il

|
X
»-
X
= %
Pl
Il

0,..,N-1 (36)

Si es divideix I’espectre d’energia per ’ample de banda es té una aproximaci6 de la densitat

espectral d’energia Sgy a ’entorn de la freqiiencia fj

Sy =N (PGP (X X K0 o
1

A partir d’aqui, es poden reproduir per als espectres d’energia i de densitat d’energia totes les
consideracions fetes a la Serie de Fourier per als espectres de poténcia a doble cara i a una

cara.
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Per descriure el contingut freqiiencial dels senyals aleatoris, s’ha proposat la densitat
espectral de poténcia —DEP—, que es pot fer extensiva als senyals amb components
harmonics amb la introduccié d’impulsos de Dirac. Cal veure ara com se’n pot calcular una
aproximaci6 a partir de la TDF. A ’expressio 26 es defineix la DEP a partir de la poténcia
mitjana del senyal calculada per a un temps que tendeix a infinit. Conceptualment, aquesta
poténcia es pot calcular també com I’esperangca matematica, la mitjana, d’un conjunt de
poténcies mitjanes calculades en intervals de temps finits. En 1’expressié segiient E indica

I’operador esperanca matematica

[ Se (0 =tim [ (a7 ()

T—o T J—© T4

La poteéncia mitjana en els intervals d’amplada 7 es pot calcular numericament a partir de la
TDF, i el teorema de Parseval, del senyal digitalitzat en aquest interval, si bé cal tenir la
precauci6 d’evitar 1’aliasatge amb els filtres adients 1 aleshores tenir present que el marge de

freqiiéncies queda reduita + f; /2.
1 cu+T > 13 2 At S 2 = 1 2
Ed— At e BI= S 2 At =EL 2L S IX P L= S B X
{TLI (1) t} {T;xr t} {NTZ‘J 3 ,; T

De manera semblant a com s’ha fet en I’estudi de la TDF, s’observa que el terme

E {| X k|2 / N 2} es pot interpretar com 1’aportacié a la poténcia total de la banda freqiiencial &

centrada a la freqiiéncia f, =k f, =k/T i d’ample f; (que correspon a la separacid entre
freqiiencies centrals de bandes successives). En definitiva doncs, 1’espectre de poténcia Epy
¢és

1 2 1 .
EszE{N—2|Xk| }:E{N—zxk-xk} k=0,..,N-1 (38)

Si es divideix I’espectre de poténcia per I’ample de banda es té una aproximacié de la

densitat espectral de poténcia Spy a ’entorn de la freqiiencia f

1 2| 1 At 2 At x
Spr =E4—|X —=E{—|X =E<—X,-X k=0,..,N-1 39
o=l | M -6, )

L’estudi de la distribuci6 estadistica d’aquestes funcions conclou que amb n mesures el

quocient entre la variancia ¢ i la mitjana p de X;-X;* és aproximadament o/p = 1/ Jn , fet
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que posa de manifest la necessitat d’amitjanar un bon nombre d’estimacions per obtenir una

bona estimaci6 de la DEP d’un senyal aleatori..

La preséncia de components harmonics, o de component continu, en la DEP continua es
manifestava, tal com s’ha vist, amb impulsos de Dirac, que prenien valors finits en 1’espectre
de poténcia per bandes freqiiencials. Amb la utilitzacié de la TDF, aquesta preséncia es
manifesta amb valors finits ja que tal com s’ha posat de manifest, és equivalent a fer els
calculs per bandes. Si bé per als calculs relacionats amb la poténcia global els resultats
obtinguts amb els procediments proposats en les expressions 38 1 39 son totalment valids,
fins 1 tot amb la preséncia de components harmonics, resulta que cadascun d’aquests
components no queda en general inclos dins d’una banda unica. Aquest fet no és més que la
manifestacio de la dispersidé causada per la utilitzacid de registres de llargada finita en el

calcul de la Transformada, continua o discreta, de Fourier dels senyals harmonics.

1.5.5 Finestres temporals

En funcié de la posicid de la freqiiéncia del component harmonic dins de la banda espectral
que nominalment li correspon varia la dispersi6 1 sobretot 1’alcada del pic. Aquest fet €s un
inconvenient per poder assignar una amplitud al component harmonic, tot 1 poder negligir la
presencia de senyal aleatori a I’entorn del pic. Per millorar aquesta situacio, es recorre a la
utilitzacié de finestres temporals que son funcions temporals no nul-les només en un
interval de temps, de manera que per producte amb el senyal que s’analitza —teoricament de
durada infinita— permet obtenir els registres de llargada finita necessaris per fer la TDF. El
procediment emprat fins ara, consistent en prendre directament els valors necessaris del
senyal, és equivalent a utilitzar una finestra basica de forma rectangular —Finestra
rectangular. La forma adequada de les finestres permet focalitzar els pics de 1’espectre del
senyal sobre el que s’aplica. Existeixen un nombre important de finestres —Hanning, Kaiser-

Bessel, Flat-Top...— que s’utilitzen segons convingui; la més usada és la Hanning.

Per a I’analisi de I’efecte de les finestres aplicades a una funcié harmonica cal tenir present
que el producte de la funcidé per la finestra en el domini temporal es converteix en el
producte de convolucido de les Transformades de Fourier en el domini freqiiencial. La
Transformada de Fourier de la funcié harmonica és una parella d’impulsos de Dirac i la
convolucié d’una funcié per un impuls és la mateixa funci6 simetritzada respecte a 1’eix de
les ordenades i desplagada fins a fer coincidir 1’origen d’abscisses amb la posicié de I’impuls

tal com es mostra a la figura 1.33.
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Figura 1.33. Producte de convoluci6 d’una funcié per un impuls.

A la figura 1.34 superior es mostra el modul de la Transformada de Fourier d’una finestra
rectangular de durada 1 s; s’observa que s’anul-la cada 1 Hz, fet que és general: la TF d’una
funcid rectangular de durada 7's s’anul‘la a les freqiiéncies multiples de 1/7 Hz. A la figura
1.34 inferior esquerra es pot veure en tra¢ gris la TF de la funcié harmonica de freqiiéncia
10 Hz — x(¢) = cos(2n10¢)— multiplicada per la finestra rectangular. Del senyal resultant del
producte, de durada T=1s, se’n fa la TDF (i es multiplica pel periode de mostratge At
perque correspongui al calcul numéric de la TF) que té una resoluci6é freqiiencial
Af =1/T =1 Hz i que coincideix amb la TF per als multiples d’aquesta resolucié. En aquest
cas queda un tUnic valor de la TDF no nul —una tnica ratlla espectral no nul-la— que
coincideix amb la meitat de I’amplitud de la funcié harmonica (cal recordar que la TF d’una
funcié harmonica sén dos impulsos). A la figura 1.34 inferior dreta es presenta el mateix
procediment perd per a una funcidé harmonica de 9,5 Hz. Ara la TF de la finestra queda
situada de manera que la TDF en lloc d’un valor no nul presenta una série de valors no nuls, i
el més proper a la freqiiencia de la funcié harmonica, 9,5 Hz, és forga inferior a la meitat de
I’amplitud de la funcio. Aquest fet és la concrecid al cas estudiat del fenomen de la dispersio.
La situacié d’una funcié harmonica arbitraria es trobara entre els dos extrems presentats.
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Figura 1.34. Dispersi6 causada per la finestra rectangular.
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La situaci6 presentada a la figura 1.34 té conseqiiéncies negatives en 1’analisi de senyals, per
una banda la lectura directa dels maxims de la TDF no corresponen a les amplituds dels
components harmonics i, el que és pitjor, aquests maxims depenen de la freqiiencia. Per altra
banda, la dispersié de I’espectre fa que els pics associats a components harmonics de
freqiiéncies properes es barregin. Per disminuir aquestes conseqiliencies s’utilitzen les

finestres temporals ja comentades.

A la figura 1.35 superior esquerra es mostra 1’anomenada finestra Hanning d’amplada
temporal 7= 1s, definida per la funcié Wy (£)=(1—cos(2n¢/T)). A la figura 1.35
superior dreta es pot veure la TF d’aquesta finestra. Els dos grafics de la part inferior de la
figura 1.35 presenten els resultats de fer els mateixos procediments descrits per a la figura
1.34 pero ara utilitzant la finestra Hanning. S’observa que si la freqiiéncia de la funcio
harmonica coincideix amb un multiple de 1/T el valor de la TDF a aquesta freqiiéncia
continua essent la meitat de I’amplitud de la funcid6 harmonica. Ara bé, si la freqiiéncia del
component harmonic es situa centrada entre dos multiples de 1/7 els maxims de la TDF
s’acosten molt més a la meitat de I’amplitud del que ho feien per a la finestra rectangular. Per

altra banda, en comparar es veu tamb¢ una disminucié acusada de la dispersio.
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Figura 1.35. Finestra Hanning i dispersié que causa a 1’espectre.

El guany causat per la utilitzacio de la finestra Hanning queda clar en 1’estudi de 1’espectre
de senyals amb components harmonics; altres finestres actuen de manera semblant i cal

valorar la seva bondat en aplicacions concretes.
Ara bé, cal tenir present que aquesta finestra i les altres emprades usualment no mantenen
I’energia del senyal. Aixo vol dir que la poténcia mitjana, o 1’energia segons convingui,

calculada a partir del senyal multiplicat per la finestra no coincideix amb la del senyal
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original, fet que cal tenir en compte en valorar la poténcia, o I’energia, a partir de 1’espectre.
Per quantificar la diferéncia, s’utilitza un senyal anomenat soroll blanc —senyal aleatori de
DEP constant— i1 es calcula la relacié entre 1’energia del soroll blanc multiplicat per la
finestra 1 I’energia del soroll blanc en el temps que dura la finestra (de fet ’energia del soroll
multiplicat per la finestra rectangular de la mateixa durada). Per a la finestra Hanning la
relacio és 1,5. Una altra manera d’expressar aquest resultat és amb I’ample de banda
equivalent de la finestra. Pel que fa a la determinacio de ’espectre de poténcia d’un soroll
blanc, aplicar la finestra Hanning és equivalent a suposar que I’ample de banda dels filtres és
1,5 Afen lloc del Af =1/T quan s’utilitza la finestra rectangular.

1.5.6 Espectres a partir de la Transformada Discreta de Fourier

En tots els espectres calculats a partir de la TDF, apareix el producte de Transformades de
Fourier X, -X/ i en particular E{X 0 X i } quan cal amitjanar sobre un conjunt de
mesures, fet sovint necessari 1 si més no desitjable. S’anomena autoespectre Gyyj d’un

senyal a I’espectre a una cara definit com

1 a1
GxxOZFE{XO'XO}:FE“XOF}

2 a1
Gxxk:FE{Xk-Xk}:FE“XkP} k=1,..(N/2)-1 (40)

1 . 1 2
Guny2 =FE{XN/2 . XN/Z} =FE{‘XN/2‘ } amb N parell

En aquesta definicid, s’inclou el factor 1/N2 per obtenir els valors presentats pels
analitzadors d’espectres —instruments fisics o virtuals previstos especificament per a 1’analisi
espectral de senyals— i és equivalent a incorporar el factor 1/N a la TDF directa en lloc de
fer-ho a la inversa com es fa a la definici6 de les expressions 29 i 30. Presenta 1’avantatge de
no variar 1’alcada de I’autoespectre en funcié del nombre de mostres preses per fer la TDF. A
causa de la interpretacio fisica directa buscada en els analitzadors d’espectres, és normal que
presentin els espectres a una cara, només per a freqliéncies positives. Comparant les
expressions 40 amb 33 1 38 es veu que de fet ’autoespectre és ’espectre d’energia a una cara

dels senyals periddics i dels senyals aleatoris, amb contingut o no de components harmonics.
En D’analisi de senyals, també¢ s’utilitza 1’espectre encreuat de dos senyals definit de la

mateixa manera que [’autoespectre perd a partir de la TFD de dos senyals i de

I’amitjanament E {X Y k*} .
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Tant si s’utilitza un analitzador d’espectres com la TDF, en un determinat calcul la
interpretacid del resultat depen del tipus de senyal que s’analitza —transitori, periodic, ... — i
de quina magnitud se’n vol obtenir; ni una cosa ni altra sén conegudes a priori per
I’analitzador o per 1’algorisme de calcul i, per tant, queda a carrec de 1’usuari la interpretacio
final i les unitats de 1’espectre obtingut. A la taula segiient es presenta un resum dels resultats
mostrats anteriorment i les unitats corresponents, anomenant U a la unitat de la magnitud de
partida —mm/s, N, Pa, etc. Només es presenten els espectres a doble cara ja que és immediat
passar als espectres a una cara, només per a freqiiéncies positives, seguint el procediment

indicat a les expressions 34.

Senyal transitori

Transformada Discreta de Fourier X, [U]
Transformada de Fourier XAt [Us] o [U/Hz]
L A . T
Espectre d’energia Eg; _ka - Xy [U -s]
Densitat espectral d’energia Sgi = (At)2 X, - X[ [(U2 -s)/ Hz]

Senyal no transitori (components aleatori i harmonics)

Espectre de poténcia Ep, =E {Lz Xi- X;} [Uz]
N
Espectre de valor eficag Exmsk =V Epe [U]
. . At . 2
Densitat espectral de poténcia Spr =E v X Xy [U / HZ]

L’any 1965 J.W. Cooley i J.W. Tukey van publicar I’algorisme de la Transformada Rapida
de Fourier —FFT— per al calcul numeric de la Transformada Discreta de Fourier. Aquest
algorisme redueix el nombre d’operacions respecte al calcul directe de les expressions que la
defineixen. Aixi, si N és una poteéncia entera de 2 el nombre d’operacions passa de ser
proporcional a N2 a ser proporcional a N logyN. Per exemple, si N =210 la relaci6 en el

nombre d’operacions és N /logyN = 102,4.
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Aquest algorisme va suposar una revolucid en I’estudi, sobretot experimental, de les
vibracions i en 1’analisi de senyals. Es 1’algorisme més utilitzat en el processat digital de
senyals —DSP—1 gracies a ell (i a I’augment de les poténcies de calcul dels processadors) s’ha
avangat 1 assolit un alt nivell en técniques que requereixen 1’analisi de vibracions com és per

exemple el manteniment preventiu-predictiu de maquines 1 instal-lacions.
1.6 Escales de frequencia

Per representar les freqiiencies, de la mateixa manera que per representar altres magnituds, és
usual emprar escales lineals 1 logaritmiques. Amb I’us d’una escala logaritmica es poden
representar a la mateixa escala i amb la mateixa precisio relativa, valors molt grans 1 molt
petits de la freqiiéncia. En 1’ambit de les vibracions es solen utilitzar les escales

logaritmiques en base 10 i en base 2.

La utilitzaci6 de 1’escala logaritmica en base 10 porta a la definicio de la década: un
increment de freqiiéncia d’una deécada és equivalent a multiplicar per 10 la freqliencia de
partida 1 un interval, o una banda, freqiiencial d’una década esta limitat per una freqiiéncia
superior igual a 10 vegades la freqiiéncia inferior. Sovint, en realitzar analisis freqiiencials
cal emprar intervals o bandes freqliencials més estrets; en aquest cas €s usual emprar bandes
de décims de década en les quals la freqiiéncia superior és 101/10 vegades la freqiiéncia
inferior.

El nombre n de décades 1 m de décims de década que hi ha en un interval de la freqiiéncia f; a

la freqiiéncia f son:

Lojr & asighs Js 1010 m=101gds
fi fi fi fi

En escala logaritmica, la freqiiéncia central f., d’una banda freqiiencial, és la mitjana
geometrica dels seus extrems; aixi si f; és la freqiiéncia inferior i f; és la freqiiéncia superior
de banda, la freqiiéncia central és f. =./f; f; . En definitiva doncs:

Per a una década: £, =f; 101 f, = f; -101/2

Per a un décim de década: f;=f; -101/10i £, = £; -101/20

La norma ISO 266 defineix les freqiiéncies centrals de les bandes de décim de decada segons

I’expressio f., = 1019 de manera que la banda n queda definida per:
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(n—0,5)/10, (n+0,5)/10

10,

fin =10 f;:nzlon/ 5 Jen =10
Tradicionalment, i en particular en I’ambit de 1’acustica, també¢ s’usa ’escala logaritmica en
base 2 que porta a la definicié de 1’0octava: un increment de freqiiéncia d’una octava implica
multiplicar la freqliéncia de partida per 2. Si cal utilitzar bandes freqiiencials més estretes en
aquest cas s’empren les bandes de tercos d’octava en les quals la freqgiiéncia superior és 21/3

la freqiiencia inferior.

El nom d’octava fa referéncia a 1’entorn musical; en concret, a les vuit notes que
constitueixen I’escala musical. La darrera nota de I’escala, I’octava, ¢és de freqiiéncia doble a

la de la primera.

El nombre n d’octaves i m de ter¢os d’octava que hi ha en un interval que va de la freqiiéncia

f; a la freqiiéncia f; son:

Js ézzm/?) s

522” — n=log, = — m=3log, =

fi fi fi fi

Les relacions entre les freqiiencies inferior 1 superior, i la freqiiéncia central, de cada octava i

de cada ter¢ d’octava s’estableixen de manera analoga al cas de les decades:
Per a una octava: f, =f; -2 i f, = f; 20,5
Per a un terg d’octava : f,=f; 213 i f, = £, -21/6

La norma ISO 266 defineix les freqiiencies centrals de les bandes d’octava i de ter¢ d’octava.
La freqiiéncia de partida ¢s 1000 Hz 1 s’arrodoneix per tal que 1 Hz sigui també una
freqiiéncia central, d’aquesta manera les freqiiéncies centrals, arrodonides a la unitat, per a
bandes d’octava entre 1 Hz i 1000 Hz son, en Hz: 1, 2, 4, 8, 16, 31,5, 63, 125, 250, 500,
1000.

Un décim de década (101/10=1,2589) és aproximadament igual a un ter¢ d’octava
(213=1,2599); com es pot observar la diferéncia és inferior al 0,1%, la qual cosa fa

practicament equivalents aquests dos intervals.

A la figura 1.36 es mostra el senyal temporal de la vibracio vertical produida en el terra per
una voladura per a la construcci6 d’un tunel i el seu espectre d’energia. En el grafic de la part
superior dreta 1’escala de la freqiiéncia és lineal 1 I’ample de les bandes freqiiencials ¢és

d’1 Hz. En els grafics de la part inferior de la figura, 1’escala de la freqiiéncia és logaritmica i
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I’ample de banda és de décim de década en el grafic de I’esquerra i d’octava en el grafic de la

dreta. En tots els espectres, 1’energia s’expressa en dB referits a 1012 (mm/s)?2-s.
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Figura 1.36. Vibracio ocasionada per una voladura. Espectre d’energia en bandes d’1 Hz, de décim de década i
d’octava.
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